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Arytmetyka liczb calkowitych

Zbior liczb catkowitych oznaczamy przez Z = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}. Zbiér liczb natural-
nych oznaczamy przez N = {1,2,3,...}.
1.1 Podzielnosc

Definicja 1 Niech a,b € Z. Mdéwimy, ze b dzieli a (co zapisujemy jako b | a) jezeli istnieje
liczba catkowita n € 7 toka, 2e a = bn. Liczbe b nazywamy dzielnikiem liczby a. Liczbe a

nazywamy wielokrotnoscia liczby b.

Twierdzenie 2 Niech a,b,c,n bedq liczbami catkowitymi. Wowczas:
1. 1]aiala.
2. Jezelia|bib|c, toal]ec.
3. Jezelin|ain|b, ton|ax+ by, dla dowolnych x,y € 7.

Twierdzenie 3 (O dzieleniu z reszta) Niech a € Z i b € N. Wdwczas istnieje doktadnie jedna

para liczb catkowitych q, r taka, ze
a=bg+r i0<r<h.

Liczbe q nazywamy ilorazem, a liczbe r nazywamy reszty (z dzielenia a przez b).



a

Dowéd. Przyjmujac ¢ = LBJ ir=a-—0» L%J dostajemy pare speliajaca teze twierdzenia.
Ponadto, warunki twierdzenia okraslaja te pare jednoznacznie. W istocie, przypusémy, ze mamy
réwniez a = bg' +1' 10 <r' <b. Woéwczas b(q—¢')=r"—r. Stadq—q¢' =0. =

Najwiegkszy wspdlny dzielnik liczb catkowitych a i b oznaczamy przez (a,b).
Definicja 4 Jezeli (a,b) = 1, to mowimy, ze liczby a i b sq wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 5 (Euklides) Niech a,b € N. Jezeli (a,b) = 1 to istniejg liczby catkowite x,y
takie, ze

ax + by = 1.

Dowdéd. Niech a < b. Jezeli a = b =1, to mozna przyja¢ « = 1 iy = 0. Przypudtmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich par liczb wzglednie pierwszych, ktérych suma jest
mniejsza niz a + b. Niech

b=aq+r

gdzie r < a jest reszta z dzielenia b przez a. Z wiasnoSci podzielnoSci wynika, ze 1 = (a,b) =
(a,r). Poniewaz

a+b>a+a>a+r

wiec, na mocy zatozenia indukcyjnego, istniejg liczby catkowite z’, 1’ takie, ze
ax’ +ry = 1.
Podstawiajac do tego réwnania r = b — aq dostajemy

ar' + (b—aq)y = 1

a(@ —qy') +by = 1.
Zatem, x = 2’ — qy’ 1 y = ¢/ sa liczbami catkowitymi speliajacymi réwnanie az +by =1. ®

Whniosek 6 Jezeli (a,b) =1ia|bc, toalc.



Dowéd. Niech x,y beda liczbami calkowitymi, ktére spelniaja réwnanie ax + by = 1.
Wéwcezas

act + bey = c.

Poniewaz a | be, wiec a | acx +bcy =c. =

1.2 Liczby pierwsze

Definicja 7 Liczbe naturalng p nazywamy liczba pierwszg jezeli p > 1 i jedynymai jej dziel-

nikami sq 1 © p. Liczbe naturalng n > 1, ktora nie jest liczbg pierwsza nazywamy liczbg zlozona.

Jezeli n > 1 jest liczba zlozona, to istnieje rozktad n = ab na iloczyn liczb naturalnych
spehiajacych warunek 1 < a,b < n. Jezeli p jest liczba pierwsza i p = ab, to musi byt a =1 i
b=p(luba=pib=1).

Liczby pierwsze mozemy zdefiniowa¢ réwniez w nastepujacy geometryczny sposéb. Dla
kazdego k € N zdefiniujmy zbiér punktéw A = {(k,kn) : n = 1,2,...} i rozwazmy sume
A= A;UAyU.... Liech L, bedzie prostg o réwnaniu z = n. Wdéwczas p jest liczbg pierwsza,
wtedy i tylko wtedy, gdy |L, N A| = 2.

Twierdzenie 8 Jezeli p jest liczbg pierwszq i p | ab, top | a lubp|b.

Dowdéd. Jezeli p nie dzieli a, to mamy (p,a) = 1. Stad, na mocy Wniosku 7, p | b.

Podobnie, jezeli p nie dzieli b, to musi dzieli¢ a. =

Twierdzenie 9 Niech n > 1 bedzie liczba naturalng. Najmniejszy dzielnik liczby n wiekszy od

1 jest liczbg pierwszq. Ponadto, jezeli n jest liczbg ztozong, to dzielnik ten nie przekracza «/n.

Dowdéd. Niech p > 1 bedzie najmniejszym dzielnikiem liczby n. Przypu$émy, ze p jest
liczba zlozong i p = ab, 1 < a,b < p. Wéwcezas a | n i a < p, co przeczy minimalnoéci p. Zatem
p musi byt liczbg pierwsza.

Jezeli n jest liczba zlozona, to n = ab, przy czym 1 < a < b < n. Zauwazmy, ze a < \/n
(poniewaz n = ab > aa > a?). Niech ¢ bedzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby a.

Poniewaz q jest dzielnikiem n, wiec p < q. Z drugiej strony ¢ < a < y/n, a wiec p < /n. =



Twierdzenie 10 (Euklides) Liczb pierwszych jest nieskofczenie wiele.

Dowdéd. Niech pi oznacza k-ta z kolei liczbe pierwsza i niech a = p1ps...px bedzie iloczynem

wszystkich liczb pierwszych od p; do pr. Rozwazmy liczbe
n=a+1=ppr.pr+ 1.

Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby n. Pokazemy, ze p > pr. W istocie,

przypu$émy, ze p = p; dla pewnego i = 1, ..., k. Poniewaz, p | nip | a, wiec
pln—a=1.

To jest sprzecznos$¢. Zatem p nie moze byt zadng z liczb pierwszych p1, ..., p. Wobec tego zbiér

liczb pierwszych nie moze by¢ skoniczony. m
Twierdzenie 11 Istniejg dowolnie duze odstepy miedzy kolejnymi liczbami pierwszymi.

Dowdéd. Niech n > 2 bedzie dowolna liczba naturalna. Rozwazmy ciag n — 1 kolejnych

liczb naturalnych

nl+2,nl+3,...,nl +n.
Zadna z tych liczb nie jest liczbg, pierwsza. m

Twierdzenie 12 (Postulat Bertranda) Dla kazdego n, miedzy n a 2n znajduje si¢ liczba pier-

wsza.

Rozwazmy naturalne ustawienie liczb 1,2,...,n%? w kwadrat K,. Na przyklad, dla n = 5

mamy

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
Ks= |11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Conjecture 13 (Sierpinski) W kazdym wierszu kwadratu K, znajduje si¢ liczb pierwsza.



Definicja 14 Mdéwimy, ze funkcje f(n) i g(n) sq réwne asymptotycznie (co zapisujemy jako
f(n) ~g(n)) jezeli
L)

im —= =1.
n—oo n)

Niech 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wigkszych od n. Ponizsze twierdzenie orzeka,
ze prawdopodobiefnistwo tego, ze losowo wybrana liczba spoSréd 1,...,n jest pierwsza dazy do

1/Inn przy n — oo.

Twierdzenie 15 (Twierdzenie o Liczbach Pierwszych) m(n) ~ .

Twierdzenie 16 (Dirichlet) Jezeli (a,b) = 1, to cigg arytmetyczny an + b, n = 0,1,2, ...

zawtera nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Twierdzenie 17 (Green & Tao, 2004) Istniejq dowolnie dtugie ciqgi arytmetyczne sktadajace

ste z samych liczb pierwszych.

1.3 Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki

Kazda liczba catkowita n > 1 rozklada sie na iloczyn liczb pierwszych. OczywiScie czynniki
w iloczynie moga sie powtarza¢; mozemy je wéwczas pogrupowaé, zapisaét w postaci poteg i
uporzadkowaé wedlug wielkoSci podstaw. W ten sposéb otrzymamy rozkltad kanoniczny liczby
n:

k1 k ks
n = py'py’..ns",

gdzie p1 < p2 < ... < pg 83 réznymi liczbami pierwszymi, a k; > 1 dlat=1,2,...,s.

Twierdzenie 18 (Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki) Rozktad kanoniczny liczby catkowitej

n > 1 jest jednoznaczny.

Dowéd. Zalézmy, ze istniejg liczby zlozone, ktére majg rézne rozklady kanoniczne. Niech

N bedzie najmniejsza z takich liczb. Mamy wiec

N = p1p2..pk = Q1q2---Qm»



gdzie p;,q; sy liczbami pierwszymi. Zauwazmy, ze p; nie moze by¢ réwne zadnej z liczb gj,
poniewaz wtedy liczba N/p; bylaby liczba mniejsza od N posiadajaca dwa rézne rozklady
kanoniczne. Niech a; = ¢jqj+1...¢m. Poniewaz py | qraz, wiec p | g1 lub p | as. W pierwszym
przypadku mamy p; = qi, co juz wykluczyliémy, zatem musi by¢ p; | az. Ale wéwczas mamy
p1 | geas i stad p1 | g2 lub p1 | as. Podobnie, pierwszy przypadek oznacza, ze p1 = g2 co
przeczy minimalnoéci N, a wiec mamy p; | a3. Kontynuujac w ten sposéb dostajemy w koncu

P | am = Gm, czyli p1 = ¢, co tak samo przeczy minimalnoéci N. To konczy dowéd. m

1.4 Arytmetyka modulo m

Niech m > 0 bedzie ustalong liczba catkowita. Rozwazmy zbiér wszystkich reszt z dzielenia
przez m

T = {0,1,...,m — 1}.

W zbiorze reszt Z,, okreslamy dzialania dodawania i mnozenia modulo m przyjmujac za wynik
reszte z dzielenia przez m zwyklej sumy a + b i zwyklego iloczynu ab liczb a,b € Z,,. Dzialania
modulo m oznaczamy zwyklymi symbolami dzialan arytmetycznych z ewentualnym dopiskiem
(modm). Na przyklad

34+4=2(mod5), 2 x4 =3 (mod5).

Dopisek (modm) zwykle opuszczamy jezeli liczba m jest ustalona i jasna z kontekstu.
Wyniki dodawania i mnozenia (modm) dogodnie jest przedstawia¢ w formie tabliczki (na

wzor tabliczki mnozenia). Na przyktad, dla m = 6 mamy

+ 0 1 2 3 4 5 x 01 2 3 4 5
0|0 1 2 3 4 5 00 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 1/0 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 2|0 2 4 0 2 4
3|3 4 5 0 1 2 3]0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 40 4 2 0 4 2
5(5 0 1 2 3 4 5/0 5 4 3 2 1




Definicja 19 Niech a € Z,,. Jezeli réwnanie ax = 1 ma rozwigzanie w Zy,, to a nazywamy
elementem odwracalnym w Z,,. Zbior wszystkich elementéow odwracalnych w Z,, oznaczamy

symbolem Zy, .
Na przyklad, Z§ = {1,5}.

Twierdzenie 20 Element a € Z,, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i m sq

wzglednie pierwsze.

Dowéd. Przypu$tmy, ze a jest elementem odwracalnym w Z,,. Niech x € Z,, bedzie
rozwigzaniem réwnania axr = 1. To oznacza, ze liczba calkowita ax zostawia reszte 1 przy
dzieleniu przez m:

ax =mq—+ 1.

Niech d = (a,m). Poniewaz d | a i d | m wiec d | ax i d | mq i w konsekwencji d | axz — mq = 1.
Stad d = 1.

Na odwrét, przypusémy, ze (a,m) = 1. Niech x < y beda dowolnymi elementami z Z,,.
Przypuéémy, ze ax = ay w Zy,. Woéwczas a(y — x) = 0, co oznacza, ze m | a(y — z). Na mocy
Wniosku ? otrzymujemy m | y — z. Ale 0 < y — 2 < m co daje sprzeczno$¢. Zatem, jezeli

T # Yy, to ax # ay w Z,,. Wobec tego, wéréd elementow
a-0,a-1,...,a-(m—1)

zadne dwa nie sa identyczne, a poniewaz jest ich tyle samo ile wszystkich reszt (modm), wiec
ktéry$ z nich musi by¢ réwny 1. Stad, ax = 1 dla pewnego x € Z,,, co oznacza, ze a jest

elementem odwracalnym. =

1.5 Funkcja Eulera

Niech n bedzie liczba naturalng. Symbolem ¢(n) oznaczamy liczbe nieskracalnych utamkéw

wlaéciwych o mianowniku n. Na przyktad, ¢(18) = 6:

1 5 7 11 13 17

187187187187 187 18"



Funkcja n — ¢(n) nosi nazwe funkcji Eulera.

Twierdzenie 21 Niech n = p’flpSQ...p,’?", bedzie rozktadem kanonicznym liczby n. Wiowczas

p(n) = (P — (" — pF2 )P — PP ).

Dowdd. Rozwazmy zbiér U, wszystkich utamkéw wlasciwych o mianowniku n. Spoéréd

nich dokladnie pﬂl utamkéw skraca sie przez p;. Odrzucajac kazdy taki utamek pozostanie n —

L =n (1 — i) utamkow. Wéréd tych n (1 — i) ulamkéw znajduje sie dokladnie L7 (1 — i)
P P P1 p2 P1

takich, ktérych licznik dzieli sie przez p. Zatem, po ich odrzuceniu pozostanie

(=)o) = 0) 030)

utamkéw. Postepujac dalej w ten sam sposéb az do ostatniego czynnika p,., usuniemy ze zbioru

U, wszystkie utamki skracalne, a liczba tych, ktére pozostang wyniesie doktadnie

n<1—1> (1_1> (1_1>.

D1 p2 Dr

Podstawiajac za n rozklad kanoniczny otrzymujemy wzoér stanowiacy teze twierdzenia. m
Whniosek 22 Jezeli (a,b) =1, to p(ab) = p(a)p(b).

Twierdzenie 23 (Euler) Jezeli a jest elementem odwracalnym w Zy,, to a?™ = 1(mod m).

Dowéd. Niech a € Z}, i niech 71, ...,r; € Z}, bedzie dowolnym ustawieniem wszystkich
elmentéw odwracalnych w ciag. Na mocy Twierdzenia ? mamy k = ¢(m). Rozwazmy ciag
ari,ary, ..., ary. Zadne dwa z jego wyrazéw nie sa réwne poniewaz ar; = ar; implikuje r; = r;.
Ponadto kazdy z wyrazéw ar; jest odwracalny (odwrotno$cia elementu ar; jest iloczyn ailr; 1).

Stad ciag ari, ..., arg jest permutacjg wyrazéw ciggu 71, ..., 7. Zatem

(ar1)(ary)...(ary) = r1re...T%-

Stad

akrlrg...rk =T1r2...Tk.

10



Wobec tego, ze kazdy element r; jest odwracalny, ostatnia réwnoéé implikuje a* = 1. m

11



Liczby zespolone

2.1 Liczby rzeczywiste

Zbior liczb rzeczywistych bedziemy oznaczaé przez R. Zbiér liczb wymiernych oznaczamy literg
Q. Przpomnijmy, ze kazda liczbg wymierng mozemy przedstawi¢ w postaci utamka 7, gdzie a i b
sg liczbami catkowitymi, przy czym b # 0. Bedziemy w dalszym ciggu wykorzystywaé naturalng

geometryczng interpretacje liczb rzeczywistych jako punktéw na prostej (osi liczbowej).
Twierdzenie 24 Kazdy odcinek o dodatniej diugosci na osi liczbowej zawiera liczbe wymierna.

Dowéd. Niech = i y bedg dowolnymi réznymi punktami na prostej i niech d oznacza
odleglo$¢ miedzy x i y. Wybierzmy liczbe naturalng n tak, aby % < 2d. Woéwczas odkladajac
odcinek o dlugosci % odpowiednig liczbe razy, powiedzmy m, dostaniemy liczbe 7+ znajdujaca

sie miedzy x ay. m
Twierdzenie 25 Zbidr liczb wymiernych moina ustawic w ciqg.

Dowdéd. Najpierw ustawimy w ciag liczby wymierne dodatnie. Mozna to zrobi¢ na przyktad

wedlug wzrostu sumy licznika i mianownika:

W ten sposéb, kazdy utamek nieskracalny dodatni (czyli kazda liczba wymierna dodatnia) ma

swoje miejsce w tym ciggu. Utamki ujemne ustawiamy tak samo i przeplatamy z dodatnimi

12



umieszczajac dodatkowo na poczatku liczbe 0:

Twierdzenie 26 Zbioru liczb rzeczywistych nie da sie ustawic w cigg.

Dowdéd. Przypu$tmy, ze ciag P, Ps,... zawiera wszystkie liczby rzeczywiste. Niech I bedzie
dowolnym odcinkiem o dodatniej dlugoéci. Wybierzmy odcinek I; zawarty w I tak aby punkt
Py nie nalezatl do I;. Nastepnie wybierzmy odcinek I» C I, tak aby P, ¢ I,. Postepujac
tak dalej otrzymamy ciag odcinkéw I; D Iy D ... takich, ze P; ¢ I;, dlai = 1,2,.... Niech P
bedzie punktem nalezacym do kazdego z odcinkéw I;. Wéwezas P # P; dla kazdego i = 1,2, ...

Zatem, ciag P;, P», ... nie moze zawiera¢ wszystkich liczb rzeczywistych. m
Twierdzenie 27 Diugosc przekginej kwadratu o boku 1 nie jest liczbg wymierng.

Dowéd. Niech z oznacza dtugos¢ przekatnej kwadratu o boku 1. Przypustmy, ze x = ¢,

dla pewnych liczb naturalnych a i b. Z Twierdzenia Pitagorasa dostajemy

12 412 = 22,

Stad

a? = 2b°.

Ale to réwnanie jest sprzeczne z Podstawowym Twierdzeniem Arytmetyki. W istocie, kwadrat
kazdej liczby naturalnej zawiera w rozkladzie parzystq liczbe dwdéjek. Zatem liczba dwdjek w

rozkladzie a? jest parzysta, natomiast liczba dwéjek w rozkladzie 2b2 jest nieparzysta. m

Definicja 28 Liczbe rzeczywistq o nazywamy liczbg algebraiczng jezeli istnieje wielomian f(x)
o wspdlezynnikach wymiernych taki, ze f(a) = 0. Stopniem liczby algebraicznej o nazywamy
najmniejszq liczbe catkowitq n = deg(a) takq, ze istnieje wielomian f(x) o wspétczynnikach

wymiernych stopnia n, ktorego o jest pierwiastkiem.

13



Na przykiad, kazda liczba wymierna g jest liczba algebraiczna stopnia 1, poniewaz jest
pierwiastkiem wielomianu f(z) =  — ¢q. Na odwr6t, kazda liczba algebraiczna stopnia 1 musi
byc liczbg, wymierna. Liczba /2 jest liczba algebraiczna stopnia 2, poniewaz jest niewymierna

i pierwiastkiem wielomianu kwadratowego f(x) = 22 — 2.
Twierdzenie 29 Zbidr liczb algebraicznych mozna ustawic w cigg.

Dowdéd. Zbiér wszystkich skonczonych ciggéw liczb naturalnych mozna ustawi¢ w ciag, np.

wedlug wielkoSci sumy wyrazéw ciggu:

1,11,2,111,12,21,3, 1111, 112,121, 13,211, 22, 31,4, ...

Stad, mozna ustawit w ciag wszystkie wielomiany o wspélczynnikach wymiernych, a poniewaz
wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw, wiec takze ich wszystkie pierwiastki. m

7 tego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze istniejg liczby, ktére nie sg algebraiczne.
Nazywamy je liczbami przestepnymi. Chociaz wiemy, ze musi istnie¢ nieskonczenie wiele liczb
przestepnych, to jednak w przypadku konkretnej liczby stwierdzenie czy jest ona przestepna czy
nie jest na ogél trudne. Ze liczba 7 jest przestepna udowodnit dopiero Lindemann w roku 1882,
a jego dowdd rozstrzygnal ostatecznie kwestie stynnej kwadratury kota. Problem ten polegal
na skonstruowaniu kwadratu o polu réwnym polu danego kola jednostkowego. Diugo$é boku
tego kwadratu powinna wynosi¢ zatem /7. Jak sie okazalo znacznie p6zniej zadanie to jest
niewykonalne.

Przypu$émy, ze mamy dany odcinek o dtugosci 1 i chcemy skonstruowaé (cyrklem i linijka)
odcinek o zadanej dtugoéci . Czy dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x taka konstrukcja
istnieje? Liczby konstruowalne to diugosci odcinkéw, ktére moga by¢ skonstruowane geome-

trycznie.

Twierdzenie 30 Liczba rzeczywista x > 0 jest konstruowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest

liczbg algebraiczng, ktorej stopien jest potega dwdjksi.

Poniewaz liczba /7 nie jest nawet algebraiczna wiec nie jest réwniez konstruowalna.
Podzielmy odcinek [0, 1] na dwa réwne odcinki, lewy L i prawy P. Nastepnie podzielmy
kazda z poléwek L i P znowu na polowy i oznaczmy je symbolicznie jako LL, LP, PL i PP. 1

14



tak dalej. Otrzymujemy w ten sposéb stowa zbudowane z dwéch liter L i P, a kazdemu stowu
1

dhugosci n odpowiada pewien odcinek dtugosci 5.

Niech x € [0, 1] bedzie liczba rzeczywista i niech Sy, Sa, ... bedzie ciagiem sléw takich, ze
kazdy z odpowiednich przedzialéw zawiera liczbe x. Zamieniajac L na 0 i P na 1 w stowie S,
dostaniemy rozwiniecie dwdjkowe liczby x z dokladnoscia do n miejsc po przecinku.

Podobnie ma sie rzecz z rozwinieciami dziesietnymi, z tym, ze teraz dzielimy odcinki na
10 identycznych czeSci. Wiaénie dlatego potrzebujemy az dziesieciu cyfr do zapisywania takich
rozwinie¢. Oto kilka przykladéw rozwinie¢ dziesietnych waznych stalych matematycznych:

%‘/5 = .618033 988 749 894 848 204 586 834 365 638 117720309 179 805 8

V2 = 1.414 213 562 373 095 048 801 688 724 209 698 078 569 671 875376 9

7 = 3.141 592653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 1

e = 2.718281 828459 045 235 360 287471 352 662 497 757247093 7

In2 =.693 147180559 945 309 417 232121 458 176 568 075 500 134 360 26.

2.2 Liczby "urojone"

Rozwazmy réwnanie 22 + 1 = 0. Oznaczmy "liczbe" spelniajaca to réwnanie symbolem i (od
ang. imaginary = urojony). Oczywiscie i nie jest liczba rzeczywista. Wszystko co na razie

mozemy powiedziet o tej "urojonej liczbie" to wlasnosé
i? = —1.

Zbior liczb zespolonych powstaje jako efekt koncowy wigczenia liczby ¢ do systemu arytmety-

cznego liczb rzeczywistych.

Definicja 31 Liczbg zespolong nazywamy dowolne wyrazenie postaci a+bi, gdzie a,b sq liczbami

rzeczywistymi.

Zbiér liczb zespolonych bedziemy oznaczaé przez C.
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2.3 Arytmetyka liczb zespolonych

W zbiorze C okreSlamy dzialania dodawania i mnozenia jak nastepuje. Niech z1 = a + bi,
zo = ¢ + di, gdzie a,b,c,d € R beda liczbami zespolonymi. Sume i iloczyn liczb zespolonych

21, z2 definiujemy wzorami

z1+20 = (a+c¢)+ (b+d)

z1z2 = (ac—bd) + (ad + bc)i.

Twierdzenie 32 Mnozenie liczb zespolonych jest dzialaniem przemiennym, tacznym i rozdziel-
nym wzgledem dodawania. Ponadto, dla katdej liczby zespolenej z # 0 istnieje liczba zespolona

t taka, 2e zt = 1.

Dowdéd. Dowéd twierdzenia zostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia. m

2.4 Geometria liczb zespolonych

Liczbe zespolong z = = + yi okreéla para liczb rzeczywistych (x,y). Naturalng geometryczna
interpretacja liczb zespolonych jest wiec zbiér punktéw plaszczyzny; liczbie z = x+yt odpowiada
punkt o wspétrzednych (z,y).

Niech P = (x,y) bedzie punktem odpowiadajacym liczbie z i niech r = \/m bedzie
odlegto$cia punktu P od $rodka uktadu wspétrzednych O. Niech v oznacza kat (skierowany prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegarka) miedzy odcinkiem PO a dodatnig czeécig osi X. Wéwcezas,

z definicji funkcji trygonometrycznych dostajemy
z=r(cosa+isina).

Ten zapis nazywamy postacig trygonometryczng liczby z.

Twierdzenie 33 Niech z = r(cosa +isina), t = s(cos 5 + isin ) bedq liczbami zespolonymi

w postaci trygonometrycznej. Wowczas

zt = rs(cos(a + B) +isin(a + f3)).
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Dowéd. Korzystajac z wzoréw trygonometrycznych na sinus i cosinus sumy dwoéch katéw

dostajemy:

2zt = r(cosa+isina)- s(cosf + isinf)
= 75 ((cosacos —sinasin B) 4 i(sin o cos B + cos asin 3))

= rs(cos(a+ B) + isin(a + B)).

To konczy dowéd. m

Whniosek 34 Niech z = r(cosa + isina). Wowczas 2" = r™(cos na + isin na).

2.5 Pierwiastki z jedynki i wielokaty foremne

Definicja 35 Niech t bedzie liczbg zespolong @ niech n bedzie liczbg naturalng. Pierwiastkiem

stopnia n z liczby t nazywamy dowolne rozwigzanie réwnania 2" =t w zbiorze liczb zespolonych.

Twierdzenie 36 Niecht = s(cos3+isinf), n € N. Wowczas wszystkie rozwigzania réwnania

Z" =t dane sq wzorami:

2k 2k
2, = s (Cos,5—|_7r +isinﬁ+7r>

Dowdd. Na mocy Wniosku ? dostajemy

zp = (%)n <Cosn . L —i—n2k7r +4sinn - L +n2k7r)
= s(cos(B + 2km) + isin(f + 2km))

= s(cosf +isinp).

Ponadto z; # z; dlai # j, (1,7 =0,1,...,n — 1). Zatem sa to wszystkie rozwigzania réwnania
z" = t, poniewaz wielomian stopnia n nie moze mie¢ wiecej niz n pierwiastkéw. m

Whniosek 37 Wszyskie pierwiastki stopnia n z liczby t =1 dane sq wzorami

2k 2k
€k :cos—w—kisin—ﬂ, k=0,1,...,n—1.
n n
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Punkty plaszczyzny odpowiadajace liczbom ey, tworza n-kat foremny wpisany w okrag jednos-

tkowy, ktdrego jednym z wierzchotkéw jest punkt (1,0). Ponadto,

€kEL = €k4i(mod n)
dla dowolnych k,1=0,1,....,.n — 1.

Liczbe zespolong z = x + yi nazywamy liczbg konstruowalng jezeli liczby rzeczywiste x i y

sg konstruowalne. Liczby catkowite postaci
F =22 +1,k >0,

nazgywamy liczbami Fermata. Pierwszych piet liczb Fermata to 3,5,17,257,65537. Wszystkie sa

liczbami pierwszymi. Nie wiadomo, czy istnieje chocby jeszcze jedna liczba pierwsza Fermata.

Twierdzenie 38 (Gauss) Wielokqt foremny jest konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
jego wierzchotkow ma postat n = 2"p1psa...ps,gdzie r,s > 0, a p1,p2,...,Ps $G roznymi liczbami

pierwszymi Fermata.

Dowdéd. Niech

G — 27r+,. 2T
N—COSN zsmN.

Mozna pokazaé, ze G jest liczba algebraiczna stopnia ¢(N). Wystarczy wiec zobaczy¢, ze
©(N) jest potega dwdjki wtedy i tylko wtedy, gdy N ma postaé opisang w tezie twierdzenia.
Niech N = 2"¢}'...q;* bedzie rozkladem liczby N na czynniki pierwsze, w ktérym r > 0,7; > 1,

a liczby ¢; sa nieparzyste i parami rézne. Woéwczas
S
i—1
p(N) =) [[d a— D).
i=1
Stad r; = 11 ¢; muszg by¢ potegami dwojki. To konczy dowéd. m

7 tego tiwerdzenia wynika w szczegdlnoSci, ze nie istnieje konstrukcja geometryczna 9-kata

foremnego, natomiast mozna skonstruowaé 17-kat foremny.
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2.6 Zasadnicze Twierdzenie Algebry
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Geometria analityczna
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Uklady ré6wnan liniowych i macierze

4.1 Uklad réwnan liniowych

Réwnanie liniowe mozna zapisa¢ w ogélnej postaci nastepujaco
a1x1 + asxo + ... + apT, = 0. (4.1)

Liczby a1, ..., a, nazywamy wspdiczynnikami réwnania, a liczbe b - wyrazem wolnym. Te liczby
sg w danym réwnaniu state. Natomiast 1, ..., x, to zmienne lub niewiadome.

Rozwiazaniem réwnania liniowego (1.1) nazywamy dowolny ciag liczb s1, ..., s, spelniajacych
to réwnanie, to znaczy takich, ze jezeli podstawimy z1 = $1,...,2, = S, do réwnania (1.1)
to otrzymamy prawdziwa réwnosc. Na przykiad, liczby 2,3, —4 stanowia jedno z mozliwych
rozwiazan réwnania

6x1 — 3x0 + 43 = —13,

poniewaz kladac r; = 2, x2 = 3 i x3 = —4 dostajemy
6(2) —3(3)+4(—-4)=12—-9—-16 = —13.

Bardziej ogélnie, zbiér skladajacy sie z m réwnan liniowych, z ktérych kazde ma n niewiadomych
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nazgywamy uktadem réwnan lintowych. Taki uktad zapisujemy nastepujaco

a11r1 + a12we + ... + a1y, = by
ag1x1 + a2 + ... + agpTy = bo
e (4.2)

Am1Z1 + a2 + ... + GmnTn = bm

Rozwiazaniem ukladu réwnan liniowych (1.2) jest ciag liczb sy, ..., s, spemiajacych kazde
réwnanie tego ukladu. Aby znalezé wszystkie rozwiazania danego uktadu réwnan liniowych
mozna zastosowaé metode eliminacji. Polega ona, zgrubsza, na eliminowaniu kolejnych niewiadomych
z kolejnych réwnan, az do otrzymania réwnania z jedng niewiadoma. Do tego celu stuza operacje

mnozenia réwnania przez niezerows staly i dodawania réwnan stronami.

Przykitad 39 Rozwaimy nastepujgcy uktad réwna.

r—3y=-3
2z +y = 8.

Aby wyeliminowat x z drugiego réwnania dodajemy do niego pierwsze réwnanie pommnozone

przez (—2). Otrzymujemy woéwczas réwnanie

Ty =14,

skad dostajemy natychmiast y = 2. Nastepnie podstawiamy y = 2 do pierwszego réwnania 1
otrzymujemy x = 3. Podstawiajgc obie liczby do réwnan ukladu widzimy, 2e oba réwnania sq

spetnione.

Przyktad 40 (brak rozwigzan)
r—3y=-—7
20 — 6y = 1.
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Przyklad 41 (x =1,y = -2,z =3)

rz+2y+32=06
20 -3y +22=14
3z +y—z=—-2.

Przyklad 42 (nieskoniczenie wiele rozwiqzan, v =r+4,y=r—4,z=r)

42y —3z2=-4
20 +y—3z=4.

Przyklad 43 (z =2,y =4)

z+2y=10

20 — 2y = —4

3z + by = 26.
Przyklad 44 (brak rozwigzan)

z+2y =10

20 — 2y = —4

3z + by = 20.

Metoda eliminacji polega wigc na wielokrotnym powtarzaniu nastepujacych trzech operacji.
1. Zamiana miejscami dwéch réwnan.
2. Mnozenie ré6wnania stronami przez niezerowa stala.

3. Dodawanie pomnozonego réwnania do innego ré6wnania stronami.

4.2 Macierze

Na poczatek przedstawimy szereg podstawowych definicji wraz z ilustrujacymi je przyktadami.

Definicja 45 Macierzg A wymiaru m X n nazywamy prostokgtng tablice zawierajgcg mn liczb
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utozonych w m poziomych wierszach i n pionowych kolumnach:

all a2 A1n
a1 ago aon
A=
| @m1 Gm2 .- Gmn |

W przypadku m = n méwimy, ze A jest macierzg kwadratows wymiaru n, a elementy ai1, a22, ..., Gnp,

stanowiq jej gtéwng przekatng. Macierz A zapisujemy réwnie’ skrétowo jako

A= [aij] )
gdzie 1 <i<m oraz1 <j <n.
Przyklad 46 Rozwazmy macierze
- - 1
1 2 3 1 4
A = , B= , C=1 -1 |,
-1 0 1 2 =3
- - 2
1 10
3 -1 2
Na przyktad A jest macierzq wymiaru 2Xx3, w ktérej a1a = 2, aoy = —1. B, D i E sq macierzmi
kwadratowymi wymiaréw 2, 3 1 1, odpowiednio. Ponadto, bog = —3, d3a = —1 i e11 = 3, a liczby

1, 0, 2 lezg na gldwnej przekgtnej macierzy D. Warto podkreslic, e macierze takie jak C i F

mogq, byt réwniez traktowane jako wektory.

Definicja 47 Macierz kwadratowg A = [a;;], w ktorej kazdy element lezacy poza gtowng przekatng

jest zerem, to znaczy, a;; =0, gdy @ # j, nazywamy macierzq diagonalng.
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Przyklad 48 Macierze

-3 00
4 0
G = , H = 0 -2 0
0 —2
0 00

sq diagonalne.

Definicja 49 Macierz diagonalng A = [a;;], ktdrej wszystkie elementy na glownej przekatnej
sq rowne, nazywamy macierzq skalarng. W notacji matematycznej a;; = c, dla i = j, oraz

a;; =0, jezelii # j.

Przyklad 50 Nastepujace macierze sq skalarne

1 00
-2 0
I3={010],J=
0 -2
0 01
Definicja 51 Dwie macierze A = [a;;] @ B = [b;;] wymiaru m x n sq réwne jezeli a;; = bjj,

dla wszystkich 1 <1 <m, 1 <j <n. Macierze réznych wymiaréw nigdy nie sq poréwnywane.
Definicja 52 (Dodawanie macierzy) Jezeli A = [a;;] i B = [b;j] sq macierzami wymiaru mxn,
to ich sumq jest macierz C = [c;j], takze wymiaru m x n, okreslona warunkiem

cij = aij +bij, (1<i<m,1<j<n).
Innymi stowy, C powstaje przez dodanie odpowiadajgcych sobie elementéw macierzy A i B.
Oczywiscie sume macierzy A © B zapisujemy jako A+ B.

Przyklad 53 Jezeli
1 -2 4 0 2 —4
| B

A: 1 = ,
2 -1 3 1 3 1
to
140 —-2+4+2 4+ (-4 1 00
2+1 —-1+3 3+1 3 2 4
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Definicja 54 (Mnozenie macierzy przez liczbe) Jezeli A = [a;;] jest macierzq wymiaru m X n,
ar jest liczbg rzeczywista, to iloczynem macierzy A przez liczbe r jest macierz B = [b;;] wymiaru

m X n spelniajgca warunek

lloczyn macierzy A przez liczbe v oznaczamy jako rA.

Przyktad 55 Jezelir = -3 4

3 6 -2
to

4 -2 3 (=3)4 (=3)(=2) (=3)O3)
rd = (=312 =5 0| =] (=32 (=3)(=5) (=3)(0)
3 6 =2 (=3)3)  (=3)(6) (=3)(=2)

—12 6 —9

= -6 15 0

-9 —-18 6

Réznice macierzy A i B definiujemy jako A — B = A+ (—1)B.

Definicja 56 (Transpozycja macierzy) Jezeli A = [a;;] jest macierzq m x n, to macierz AT =
[a;ﬂ wymiaru n. X m okraslong warunkiem

az;:aji7 (1§7f§m71§]§n)7

nazywamy transpozycja macierzy A. Innymi stowy, Macierz AT powstaje z macierzy A poprzez

zamiane wierszy na kolumny.
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Przyklad 57 Niech

6 2 —4 5 4
4 -2 3
A = , B=13 -1 21|,C=]| -3 2/,
0 5 —2
0 4 3 2 -3
9
3
Wowezas
[ 4 0 6 3 0
5 -3 2
A = | =2 5 |,Bf'=] 2 -1 4|,0"= :
4 2 -3
3 -9 —4 2 3
3
DT = | =5 ,ET—[2—1 3}.
1

4.3 Iloczyn skalarny i mnozenie macierzy

W tej czedci wprowadzimy operacje mnozenia macierzy. Inaczej niz w przypadku dodawnia
macierzy, operacja ta posiada posiada cechy znacznie odrézniajace ja od zwyklego mnozenia

liczb.

Definicja 58 Iloczynem skalarnym dwdch wektoréw

b1

CL:[al as ... an] ib= b
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nazywamy liczbe a o b okreslong wzorem

n
aob=a1by +agby + ... + apb, = Zalbl
=1

Tloczyn skalarny jest wazna operacja, ktéra bedzie wykorzystywana takze w nastepnych

czeSciach wyktadu.

Przyklad 59 Illoczyn skalarny wektorow

u:[l -2 3 4}1'@:

WYN oSt

wouv = (1)(2) + (=2)(3) + (3)(=2) + (4)(1) = —6.

Definicja 60 (Mnozenie macierzy) Jezeli A = [a;;] jest macierzq wymiaru m X p, a B = [b;;]
jest macierzq wymiaru p X n, to iloczyn macierzy A i B, oznaczany przez AB, jest macierzq

C = [cij) wymiaru m x n, okreslong wzorem
P
Cij = ailblj + aigbgj —+ ...+ aipbpj = Z aikbkj, (4.3)
k=1

dla wszystkich 1 <i<m,1 <7 <n.

Roéwnanie (1.3) méwi, ze element na pozycji (i, 7) w iloczynie macierzy A i B jest iloczynem
skalarnym i-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B. Oznaczmy przez w;(A) i

k;(B) 6w wiersz i owg kolumne. Wéwezas wzér (1.3) moze byé zapisany jako
cij = wi(A) o k;(B).

Zauwazmy ponadto, ze iloczyn macierzy A i B jest okre$lony jedynie wtedy, gdy liczba elemen-
téw w wierszu macierzy A jest taka sama jak liczba elementéw w kolumnie macierzy B, lub

inaczej, gdy liczba kolumn macierzy A zgadza sie z liczbg wierszy w macierzy B.
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Mozna zadaé sobie naturalne pytanie, dlaczego mnozenie macierzy zostalo zdefiniowane w
tak skomplikowany sposéb, podczas gdy réwno$é macierzy czy dodawanie sg tak naturalne?
Otéz, jedynie doglebne zrozumienie zwiazku pomiedzy macierzami a przeksztatceniami lin-
towymi, oraz operacja skladania funkcji, pokazuje, ze ta definicja jest réwniez calkowicie natu-

ralna.

Przyklad 61 Niech

-2 5
1 2 -1

A= 1 B = 4 -3
31 4

2 1

Wowcezas

W(=2) +2)@) + (=1)(2) (D)) +(2)(=3) + (=1)(1)

w L B2+ M@+ W@) B)6)+M)(=3)+ (4)(1)
- -4 -2
N | 6 16
Przyklad 62 Niech
1 -2 3 1 4
A=|4 2 1| 1B= 3 -1
0o 1 -2 -2 2

Obliczmy jedynie element znajdujacy sie na pozycji (3,2) w macierzy AB. Zgodnie z definicjq

mnozenia macierzy, przy oznaczeniu AB = C, mamy

c3a = ws3(A)oke(B)
— {0 1 _2}0 —1 | =—5.
2

Jak juz wspomnieliSmy wcze$niej, mnozenie macierzy rézni sie¢ pod wieloma wzgledami od
mnozenia liczb. Na przyktad, nie jest ono przemienne, to znaczy AB nie musi by¢ rowne BA.

Jest kilka powoddéw, dla ktérych tak sie dzieje.
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1. BA moze nie by¢ wogéle okre§lone; tak jest wtedy, gdy n # m.

2. Jezeli BA jest okre$lone, co oznacza, ze m = n, to macierz BA ma wymiar p X p, za$
AB jest macierzg wymiaru m x m, stad, jezeli m # p, to AB i BA sg réznych wymiaréw i nie
mogg byt réwne.

3. Nawet jeSli AB i BA sg tego samego wymiaru, to nie muszg by¢ réwne.

4. Nalezy podkresli¢, ze jezeli AB i BA sa tego samego wymiaru, to moze sie zdarzyé, ze
AB = BA.

Zilustrujemy te cztery mozliwe sytuacje na przykladach.

Przyklad 63 Jezeli A jest macierzq 2 X 3, a B jest macierzq 3 x 4, to AB ma wymiar 2 X 4,

zas BA nie istnieje.

Przyklad 64 Jezeli A jest macierzq 2 X 3, a B jest macierzq 3 X 2, to AB ma wymiar 2 X 2,

zas BA ma wymiar 3 X 3.

Przyklad 65 Niech

1 2 2 1
A - ; B =
-1 3 0 1
Wtedy
2 3 17
AB = , natomiast BA =
-2 2 -1 3

Przykiad 66 Jezeli A i B sq macierzami diagonalnymi tego samego wymiaru, to z pewnosciq

zachodzi réwnosé AB = BA.

Czasami potrzebne jest jedynie obliczenie jednej kolumny macierzy AB bez wyznaczania
calego iloczynu. Latwo wida¢, ze j-ta kolumna macierzy AB jest iloczynem macierzy A i j-tej

kolumny macierzy B, co mozna zapisaé wzorem

ki(AB) = A(k;(B)). (4.4)
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Przyklad 67 Jezeli

1 2
-2 3 4
A= 3 4 i B = )
3 21
-1 5
to druga kolumna iloczynu AB jest réwna
1 2 7
3
A(ke(B)) = 3 4 =1 17
2
-1 5 7

Pokazemy teraz pewien zapis wykorzystujacy mnozenie macierzy, ktéry bedzie szczegdlnie

przydatny przy ukladach réwnan liniowych. Niech

ail a2 A1n C1
asl ago a2, i (&)
A= iC =
L aml am2 ... Qmn | L Cp, |
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Wéwezas mozemy napisac

ail ai2

a1 a22
AC =

Aml  Am2

a1

a21

am1

= Cﬂﬁ(A) + CQkQ(A) + ...+ an‘n(A)

+ 2

aiici + aiece2 + ... + a1pch

a21€1 + ag2c2 + ... + agpCy

am1C1 + mac2 + ... + AGmnCn,

Q1n C1 'U}l(A) o C
aon Co wo(A)o C
Amn | | n | _wm(A)oC_
a12 a1n
a2 Qa2n
+ ...+ cp
am?2 L Amn ]

To ostatnie wyrazenie nazywamy kombinacjq liniowq kolumn macierzy A. Widzimy zatem, ze

iloczyn macierzy A wymiaru m X n i macierzy C' wymiaru n X 1 moze by¢ przedstawiony w

postaci kombinacji liniowej kolumn macierzy A, ktérej wspdtczynniki sa elementami macierzy

C:
AC = 61/61(14) + CQk‘Q(A) I an‘n(A) (4.5)
Przyklad 68 Niech
2
2 -1 -3
A= 1C=1| -3
4 2 =2
4
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Wowczas
2
2 -1 -3 -5
4 2 -2 —6
4
2 -1
= 2 -3

Wobec wzoréw (1.4) i (1.5) mozemy wigc napisaé

ki(AB) = A(kj(B)) = bijk1(A) + bajka(A) + ... + bpky(A).

Przyklad 69 Dla macierzy z Przyktadu 20 mamy

1 2 4 7 6
-2 3 4

AB=| 3 4 =] 6 17 16
321

-1 5 17 7 1

Kolumny macierzy AB mogq byé rozpisane nastepujgco.

[ 4] 1 2
k1(AB) = 6 | =Aki(B)) =-2 31+314

i 17 | —1 )

[ 7 ] [ 1 ] [ 2 ]
ko(AB) = 17 | = A(k2(B)) =3 3|1 +2| 4

i 7 | i -1 | i ) |

[ 6 ] [ 1 ] [ 2 ]
ks(AB) = 16 | = A(ks3(B)) =4 3|1 +1]| 4

i 1 | i —1 | i ) |

33



Rozwazmy teraz ogdlna posta¢ uktadu réwnan liniowych

a1121 + a12T2 + ... + a1pxy = b1
a12%1 + 222 + ... + a2pTyn = bo

Am1T1 + AmaZa + ... + GmnTn = bm

Nastepnie zdefiniujmy macierze

ail a1 A1n T bl
asl ano Qa92n, i) b2
A= . X = , B=
L am1l Am?2 Amn i L Tn ] L bm ]
Woéwcezas
aij] aiz ... Gip T1 a11x1 + aipxs + ... + a1y
a1 Q22 ... Q2 T2 a1271 + ag22%2 + ... + a2pTn
AX = =
| @m1 Am2 - Gmp | | Tn | | @m1T1 + am2T2 + o+ GnnTn |

Elementy iloczynu AX to nic innego jak lewe strony réwnan rozwazanego ukladu, zatem caly

uklad réwnan mozna zapisa¢ w postaci jednego réwnania macierzowego

AX = B.

Macierz A nazywamy macierzq wspétczynnikow uktadu, a macierz

ail ai12 QA1n b1
as1 Q9 ... Qo by
)
| @m1 Gm2 - Gmn by, ]
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nazgywamy macierzq rozszerzong. Macierz rozszerzona moze by¢ réwniez zapisana w skrécie jako
[A]b]. Na odwrét, kazda macierz zawierajaca wiecej niz jedna kolumne moze by¢ traktowana
jako macierz rozszerzona pewnego ukladu réwnan. Obie macierze odgrywaja kluczowa role w

metodach rozwigzywania uktadéw réwnan.

Przyklad 70 Rozwaimy uklad réwnan

20 +3y—4z = 7
—2z +z = 5

3z +2y+2z = 3.

Podstawiajgc
2 3 -4 T 5
A=| -2 0 1|, X=|y |, B=]7],
3 2 2 z 3

mozemy zapisat uktad réwnan w postaci macierzowej

AX = B.

Macierzq wspdtczynnikéw ukladu jest A, zas macierz rozszerzona ma postac

2 3 4|5
-2 0 1|7
3 2 2|3
Przyklad 71 Macierz
2 -1 3| 4
3 0 2|5

jest macierzq rozszerzong uktadu

2r—y+3z2 = 4

3z +2z = 5.
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7 naszej poprzedniej dyskusji wynika, ze uklad réwnan moze by¢ takze zapisany w postaci

kombinacji liniowej kolumn macierzy A:

a1l a12 a1in b1
as1 a2 aon bo
T + 22 + ...+ xy =
_aml_ _am2_ _amn_ _bm_

Odwrotnie, kazde réwnanie tego typu przedstawia jakis uklad réwnan.

4.4 Algebraiczne wlasnoSci dzialan na macierzach

W tej czesci przedstawimy szereg podstawowych wlasno$ci zdefiniowanych wczeéniej dziatan na
macierzach. Wiasnoéci te beda prezentowane w postaci twierdzen, ktérych dowody, w wiekszoSci

przypadkéw, zostang pominiete, lub pozostawione do samodzielnego przeprowadzenia.

Twierdzenie 72 (WtasnoSci dodawania macierzy) Niech A, B, C i D beda macierzami wymi-
aru m X n. Wowczas zachodzg nastepujgce witasnosci.

(a) A+ B=B+ A.

(b)) A+ (B+C)=(A+B)+C.

(c) Istnieje doktadnie jedna macierz O wymiaru m X n taka, ze
A+0=A,

dla kazdej macierzy A. Macierz O nazywamy macierza zerows.
(d) Dla kazdej macierzy A istnieje doktadnie jedna macierz D, tego samego wymiaru, spel-
niajgca rownanie

A+ D =0.
Macierz D oznaczamy przez —A i nazywamy macierza przeciwng do A.

Twierdzenie 73 (WlasnoSci mnozenia macierzy) Przy zalozeniu, e macierze A, B i C sq

odpowiednich wymiardw mamy:
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(a) A(BC) = (AB)C,
(b) A(B+C) = AB + AC,
(c) (A+ B)C = AC + BC.

Przyklad 74 Niech

2 -1
5 2 3
A= , B=10 2
2 -3 4
3 0
Wowczas
0
5 2 3
A(BC) = 8
2 -3 4
9
1
19 -1 6 13
(AB)C =
16 -8 -8 6
Przyklad 75 Niech
1
2 2 3
= , = 2
3 -1 2
3
Wtedy
2 2 3
AB+C) =
3 -1 2
1
1
AB+ AC = +
7 —4

10
2 2
-1 3
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Szczegdlng role odgrywa macierz skalarna wymiaru n X n, ktérej gtéwna przekatna sklada

sie z samych jedynek:

(1 0 0

0 1 0
I, —

00 1

Nazywamy ja macierzq jednostkowq. Jezeli A jest macierza wymiaru m X n, to, jak tatwo
sprawdzi¢,

I,A=Al, =A.

Jezeli A jest macierzg kwadratows wymiaru n, a p jest liczba naturalng, to w znany sposéb
mozemy okresli¢ potege

AP =A-A-...- A
—_—

p czynnikéw
Podobnie, definiujemy réwniez

A =1,.

p +

oraz

(AP)T = AP,
Nalezy jednak zwréci¢ uwage na to, ze w ogélnosci
(AB)P # APBP,

chyba, ze AB = BA.
Odnotujemy teraz dwie kolejne osobliwoSci dotyczace mnozenia macierzy. Jezeli a i b sg
liczbami rzeczywistymi, to ré6wnos¢ ab = 0 moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy jedna z liczb a

lub b jest zerem. Inaczej jest w przypadku macierzy.
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Przykiad 76 Jesl

1 2 4 —6
A: ZB: R
2 4 -2 3
to
0 0
AB = :
0 0

pomimo, e ani A ani B nie jest macierzq zerowq.

Jezeli a, b1 ¢ sa liczbami rzeczywistymi, dla ktérych zachodzi réwno$¢ ab = ac i a # 0,
to w konsekwencji a = b. Ta wlasnoé¢, zwana prawem skracania, nie zachodzi w przypadku

macierzy, jak pokazuje nastepny przyktad.

Przyktad 77 Jesli

1 2 2 1 -2 7
A: ’B: ZC: 3
2 4 3 2 5 —1
to
8 5
AB = AC = ,
16 10
ale B # C.

Twierdzenie 78 (WtasnoSci iloczynu macierzy przez liczbe) Jezeli i s sq liczbami rzeczy-
wistymi, a A i B sq macierzami, to

(a) 7(sA) = (rs)A,

(b) (r+s)A=rA-+sA,

(¢c)r(A+B)=rA+rB,

(d) A(rB) =r(AB) = (rA)B.

Twierdzenie 79 (WtasnoSci transpozycji macierzy) Jezeli r jest liczbg rzeczywista, a A i B sq
macterzami, to

(a) (AT)" = 4,

(b) (A+ B)T = AT + BT,

39



(¢) (AB)T = BT AT,
(d) (rA)T = rAT.

Przyklad 80 Niech

0 1
1 3 2 )
A= 1 b= 2 2
2 -1 3
3 -1
Wowcezas
12 7
(AB)" =
5 -3
1
1 2
0 2 3 12 7
1 2 -1 5 —3
2 3

Definicja 81 Macierz A = [a;j] nazywamy symetryczng jezeli

AT = A,

Inaczej mowige, A jest symetryczna jesli jest kwadratowa ¢ a;; = aj;, dla wszystkich i,j =
1,2,...,n. W takiej macierzy elementy polozone symetrycznie wzgledem gtéwnej przekgtnej sq

rowne.

Przyklad 82 Macierze

1 2 3 1 00
A=12 4 5| il3=|10 1 0
35 6 0 0 1

sq symetryczne.
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4.5 Metody rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

W tej czesci usystematyzujemy znana juz metode rozwiazywania ukladu réwnan, polegajaca
na sukcesywnej eliminacji niewiadomych. Punktem wyjscia jest macierz rozszerzona danego
uktadu, ktéra nastepnie poddawana jest transformacjom przeksztalcajgcym ja do pewnej szczegdl-
nej postaci. Otrzymana w ten sposéb nowa macierz reprezentuje uklad réwnan o doktadnie tych
samych rozwiazaniach co wyjsciowy, ale ma o wiele dogodniejszg postac. Na przyklad, jezeli

macierz rozszerzona pewnego uktadu ma postaé

1 00 2 4
010 -1 =5 {,
001 3 6

to jego rozwigzania mogg by¢ znalezione bardzo tatwo. Zadanie polega wiec na takim manipu-
lowaniu macierzg rozszerzong ukiadu, aby przybrala ona podobna posta¢, bez naruszenia zbioru

rozwiazan.

Definicja 83 (Posta¢ kanoniczna macierzy) Mdéwimy, e macierz ma postaé kanoniczng jesli
spetnia nastepujgce warunki:

(a) Wszystkie wiersze sktadajgce si¢ z samych zer, o ile wogdle wystepuja znajduja sie na
samym dole.

(b) Pierwsza od lewej niezerowa liczba (o ile wiersz nie sklada si¢ z samych zer) jest réwna
1. Nazywamy jg wiodaca jedynks tego wiersza.

(c) Wiodgca jedynka niszego wiersza znajduje sie na prawo od wiodgceej jedynki wyzszego
wiersza.

(d) Jezeli kolumna zawiera wiodgceq jedynke pewnego wiersza, to wszystkie pozostale jej ele-

menty sq zerams.
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Przyklad 84 Macierze

(100 4 1 200 2
A= (0105 |,B=[00101],
00 1 2 00010
(100 3 0]
00100
C = 100001/,
00000
| 000 0 0|

znajdujg sie w postaci kanonicznej.

Przyklad 85 Macierze

120 4 10 3 4
A = 000 O|,B=|02 -25],
01 -3 0 1 2
(10 3 4] (1 2 3 4]
01 -2 5 01 -2 5
C = , D= ,
01 2 2 00 1 2
00 0 0| |00 0 0]

nie sq w postaci kanonicznej, poniewaz nie spetniajq warunku (a), (b), (c), i (d), odpowiednio.

Zajmiemy sie teraz procedura doprowadzajaca macierz do postaci kanonicznej. Opiera si¢
ona na wierszowych operacjach elementarnych, ktére odpowiadajg w oczywisty sposéb znanym

operacjom na réwnaniach.

Definicja 86 Trzy nastepujgce rodzaje operacji na wierszach macierzy A nazywamy operacjamsi
elementarnymi:
(a) Zamiana miejscami dwdch wierszy macierzy A.

(b) Pomnozenie wszystkich elementéw wiersza przez liczbe ¢ # 0.
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(¢) Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez pewng liczbe.

Przyklad 87 Niech

001 2
A=112 3 0 -2
336 -9

Wowczas zamiana wierszy pierwszego i trzeciego, co zapisujemy jako wi(A) S ws(A), daje

macierz
3 3 6 -9
B=12 3 0 -2
0 0 1 2

Po pomnoZeniu trzeciego wiersza macierzy B przez %, w skrdcie %’UJg(B), dostajemy

001 2
C=12 30 -2
11 2 -3

Wreszcie, dodajgc do trzeciego wiersza macierzy C drugi wiersz pomnozony przez (—2), w no-

tacji (—2)wz(C) + w3(C), otrzymujemy

0 01 2
D = 2 3 0 -2
-1 -3 6 -5

Definicja 88 Macierze A i B wymiaru m X n nazywamy réwnowaznymi (wierszowo), jezeli
jedng znich mozemy otrzymac z drugiej w wyniku skoficzonego ciggu wierszowych operacji ele-

mentarnych.

Przyklad 89 Macierz
1 2 4 3

A=12 1 3 2
1 -1 2 3
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jest wierszowo rownowaina macierzy

2 4 8 6
D=1 -1 2 3
4 -1 7 8

W istocie, wykonujac operacje 2ws(A) + wa(A) dostaniemy

1 2 4 3
B=14 -1 7 8|,
1 -1 2 3

a nastepnie zamieniajgc wo(B) i w3(B), otrzymujemy

1 2 4 3
C=11 -1 2 3
4 -1 7 8

Wreszcie, po wykonaniu operacji 2wy (C') otrzymamy macierz D.

Twierdzenie 90 Kazda macierz jest réwnowazina dokladnie jednej macierzy w postaci kanon-

1czney.

Zilustrujemy dowdd tego waznego twierdzenia na przykladzie, pokazujac kolejne kroki do-
prowadzajace pewng macierz A do postaci kanonicznej. Dowdd jednoznacznoSci tej postaci

pominiemy.

Przyklad 91 Niech

02 3 —41
00 2 34
A=
2 2 -5 24
| 20 -6 9 7|

Krok 1. Znajdujemy pierwszq od lewej kolumne zawierajgcq element niezerowy (kolumne

wiodaca) i zaznaczamy w niej pierwszy od gory taki element. Nazywamy go elementem wioda-
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cym.

(002 3 —4 1]

00 2 34
A:

22 -5 2 4

(20 6 9 7|

Krok 2. Jesli trzeba, zamieniamy wiersze tak aby zaznaczony element znalazt sie w lewym

gornym rogu.

2 2 -5 2 4
0 0 2 3 4
A= , (w1 = ws)
0 2 3 —4 1
i 2 0 —6 9 7 ]

Krok 3. Mnozymy pierwszy wiersz Ay przez odwrotnosé elementu wiodacego, aby otrzymaé

wiodacg jedynke.
11 -5 12
0 0 2 3 4 (1 )
A2: ’ SJwy |-
02 3 —41 2
| 2 0 -6 9 7|

Krok 4. Teraz dodajemy pierwszy wiersz pomnozony przez odpowiednie stale do pozostalych

wierszy, po to by wszystkie elementy wiodgcej kolumny, oprécz wiodgcej jedynki, staty sie zerami.

(101 -3 1 2]
0 0 2 34
Az = ,(—2w1+w4).
0 2 3 -4 1
(0 -2 -1 7 3|

Krok 5. Nastepnie powtarzamy wszystko od poczgtku na macierzy, kidra powstaje przez po-

miniecie pierwszego wiersza macierzy As.

0O 0 2 3 4
B=|0 2 3 -4 1/,
0o -2 -1 7 3
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0o 2 3 —-41

Bi=]0 0 2 3 4/, (wi2wy)
0 -2 -1 7 3
o 1 3 -2 1%
1
B2—00234,<2w2>
0 -2 -1 7 3
01 3 -2 3
Bs=10 0 2 3 4], 2Qui+ws).
00 2 3 4

Krok 6. Podobnie powtarzamy kroki 1-4 na macierzy ograniczonej do nastepnych wierszy.

00 2 3 4
C: 9
00 2 3 4
001 2 2 1
Cr=0Cy= 2 ,<w1)
00 2 3 4 2
0013
03 = , (—2w1 + wg) .
00 0 00

Krok 7 (ostatni). Kiedy juz wszystkie wiodgce jedynki si¢ ujawnity, mozemy, po dopisaniu
pominietych wczesniej wierszy, przystapit do zerowania elementow znajdujgcych nad nimi. W

tym celu wygodnie jest wykonywat odpowiednie operacje w odwrotnym kierunku, z dotu do gory.

11 -5 1 2
D:01%—2%’
00 1 3 2
(000 0 0 0]
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(11 -2 1 2]
01 o - -3
Dy = 4 2 ) <_w3 + w2)
o0 1 2 2
(00 0 0 0]
) » _
110 ¥ o7
010 - -2 5
Dy = * 2 ,<w3+w1>
001 % 2 2
000 0 0]
i o
100 9 ¥
010 -1 3
D3 = 4 2, (—lwg +wy).
001 3 2
(000 0 0]

Ta ostatnia macierz ma nareszcie upragniong postac kanoniczng.

Twierdzenie 92 Niech AX = B i CX = D bedg dwoma uktadami m réwnan zn niewiadomyms.
Jezeli macierze rozszerzone [A| B] i [C| D] sq réwnowazne, to uktady te majq takie same zbiory

rozwiazan.

Whniosek 93 Jezeli A i C sqg réownowazne, to uktady réwnan AX =0 i CX = 0 majg ten sam

zbidr rozwigzan.

Metoda rozwiazywania uktadu réwnan, przedstawiona w Przykladzie 35, znana jest réwniez
pod nazwg redukcji Gaussa-Jordana. Sklada sie ona z trzech gtéwnych krokéw:

Krok 1. Utworzenie macierzy rozszerzonej uktadu [A| B].

Krok 2. Doprowadzenie macierzy rozszerzonej do postaci kanonicznej, poprzez operacje
elementarne na wierszach.

Krok 3. Uzyskanie rozwigzania uktadu poprzez wyznaczenie niewiadomych odpowiadajgcych
wiodagcym jedynkom.

Przedstawimy teraz szereg przykladéw stosowania tej metody, prowadzacych do réznych

mozliwych sytuacji.
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Przyklad 94 (Dokladnie jedno rozwiazanie) Rozwigzemy nastepujacy uktad réwnan

z+2y+3z = 9
2r—y+z = 8

3r — 2z = 3

metodq Gaussa-Jordana.

Krok 1. Tworzymy macierz rozszerzonag:

Krok 2. Przeksztalcamy macierz rozszerzona do postaci kanonicznej

1 00 2
010| -1/,
0 01 3

za pomocq (raczej sporej liczby) operacji elementarnych.

Krok 8. Odczytujemy rozwigzanie:

r = 2
y = -1
z = 3.

Przyklad 95 (Nieskonczenie wiele rozwiazan) Dany jest uktad réwnan

r+y+2z—5w = 3

20 +5y—2—-9%w = -3
2r+y—2z4+3w = -11
T—3y+22+7Tw = -5.
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Krok 1. Tworzymy macierz rozszerzong

1 1 2 -5| 3
2 5 -1 —9| -3
2 1 -1 3| -1

1 -3 2 7| -5 |

Krok 2. Redukcja Gaussa-Jordana

100 2| —5]
010 -3| 2
001 2| 3
(000 0| o]

Krok 8. Wyznaczamy niewiadome odpowiadajgce wiodgcym jedynkom

r = —5—2w
y = 243w

z = 342w

1 zapisujemy rozwigzanie

T = —5—-2r
y = 2+43r

z = 3+2r
w o= 7,

gdzie v oznacza dowolng liczbe rzeczywista.

49



Przyklad 96 (Nieskonczenie wiele rozwiazan) Dany jest (raczej nieprzyjemny) uktad réwnan

T1 + 229 — 3x4 + x5 = 2
r1+2x0+x3— 324 +25+22¢4 = 3
1+ 229 —3x4+2x5+2x5 = 4

3x1 +6x0 + 23 — 94 + 425+ 326 = 9.

Krok 1. Macierz rozszerzona ma postaé

120 -3 10| 2
121 -3 1 2] 3
120 -3 2 1] 4

| 3 61 -9 4 3] 9]

120 -3 0 —-1|20

001 00 2|1

000 01 11 2
000 00 0] 0]

Krok 3. Wyznaczamy niewiadome odpowiadajgce wiodgcym jedynkom

T1 = —2x90+4+ 3x4+ T6
r3 = 1-— 2.136
x5 = 2-—ws,
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1 zapisujemy pelne rozwigzanie

r1 = —2r+3s+t
Ty = T

r3 = 1—2¢

Ty = S

T5 = 2—1

rg = t,

gdzie r,s i t oznaczajg dowolne liczby rzeczywiste.

Przyktad 97 (Brak rozwiazan) Niech dany bedzie uktad réwnan

rc4+2y+3z2+4w = 5
z+3y+iz+T7w = 11

T —z—2w = -—6.

Po zredukowaniu macierzy rozszerzonej do postaci kanonicznej otrzymujemy macierz

10 -1 -2]0
01 2 3|0
00 0 0]1

Ostatnie réwnanie odpowiadajgcego jej uktadu

0z +0y+0z4+0w=1

nie ma zadnych rozwigzan. W konsekwencyi, caly uktad réwnan, takze nie posiada rozwigzan.
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Definicja 98 Ukiad réwnan postact

a11r1 + a12x2 + ... + a1pxy, =0
a12x1 + a2 + ... + agpry =0

Am1ZT1 + amaZo + ... + Gmpnxy =0

nazywamy uktadem jednorodnym. Rozwigzanie

nazywamy rozwigzaniem trywialnym, natomiast rozwigzanie, w ktérym chotby jedna z liczb x;

jest rozna od zera, nazywamy rozwigzaniem nietrywialnym.

Oczywiscie, kazdy jednorodny uklad réwnan posiada co najmniej jedno rozwigzanie, mi-
anowicie rozwigzanie trywialne. Moze sie zdarzy¢, ze jest ono jedynym rozwigzaniem takiego

uktady, ale mozy by¢ réwniez tak, ze rozwigzan bedzie nieskonczenie wiele.

Przyklad 99 Rozwaimy jednorodny uklad réwnan

r+2y+3z = 0
—x+3y+2z = 0

2x+y—2z = 0.

Postac kanoniczna macierzy tego ukltadu jest réwna I3, zatem jedynym rozwigzaniem jest rozwigzanie
trywialne

z=y=2=0.

Przykilad 100 Rozwaimy uktad réwnan

r+y+z+w = 0

r +w = 0

r+2y+z = 0.
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Macierz
1 00 110

010 —-1(0
001 1]0

przedstawia postat kanoniczng macierzy rozszerzonej tego uktadu. Otrzymujemy wiec nieskoncze-

nie wiele rozwigzan postaci

T = -r
Yy =T
z = -r
w o= 7,

gdzie v jest dowolng liczbg rzeczywistq.

Twierdzenie 101 Jezeli liczba réwnan jednorodnego uktadu jest mniejsza od jego liczby niewiadomych,

to uktad ten posiada rozwigzanie nietrywialne.

4.6 Macierze odwracalne

W tej czesci skupimy uwage na macierzach kwadratowych i okres§limy pojecie macierzy odwrot-

nej, stanowiace uogélnienie odwrotnosci liczby niezerowe;j.

Definicja 102 Macierz A wymiaru nxn nazywamy odwracalna (lub nieosobliwg ), jesli istnieje

taka macierz B wymiaru n X n, ze

AB = BA=1,.

Macierz B nazywamy wowczas odwrotnosciq macierzy A. Jezeli taka macierz B nie istnieje, to

A nazywamy nieodwracalng (lub osobliwa).

Przyklad 103 Niech
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Wowczas

AB = BA =1,
co oznacza, e A jest macierzq odwracalng i B jest odwrotnoscig A.
Twierdzenie 104 Jezeli macierz A jest odwracalna, to jej odwrotnosé jest jednoznaczna.

Dowdd. Niech B i C' beda odwrotno$ciami macierzy A. Wéwczas

BA=AC = 1I,.

Stad
B =BI,=B(AC)=(BA)C =1,C =C,

co konczy dowéd. m

Od tej pory bedziemy oznaczaé odwrotnoéé macierzy A przez A=1.

Przyklad 105 Niech

Aby znalesé A~ oznaczmy

a b
c d

ATl =

Rownanie AA™Y = Iy prowadzi do uktadu réwnan z rozwigzaniem

a:—2,b:1,c:§ id:—l.
2 2
Stad
A1 -2 1
3 _1
2 2
Przyklad 106 Niech
1 2
A=
2 4
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Podobny uktad réwnan tym razem nie ma rozwigzania. Wnioskujemy wiee, e macierz A jest

osobliwa.

Twierdzenie 107 (Wtasnoéci odwrotnosci)

(a) Jezeli A jest macierzq nieosobliwg, to A~1 te jest macierzq nieosobliwg i
(AH™1 = A
(b) Jezeli macierze A i B sq nieosobliwe, to macierz AB tez jest nieosobliwa i
(AB)"'=B7tA"L.
(c) Jezeli A jest nieosobliwa, to
(AT) ™ = (AT

Dowdéd. Punkt (a) wynika wprost z definicji odwrotnosci. W punktach (b) i (c) wystarczy
sprawdzi¢, ze macierze B~1A™! i (A~1)T spelnieja definicje macierzy odwrotnej, odpowiednio.

Whniosek 108 Jezeli macierze A1, Ao, ..., A, wymiaru n X n sq nieosobliwe, to ich iloczyn tez

jest macierzg nieosobliwg, 1
(A1Ag. AP =ATTATY AT

Twierdzenie 109 Przypusémy, 2e A i B sq macierzami wymiaru n X n. Wowczas, jesli AB =

I, to réwniez BA = I,,.

Opiszemy teraz praktyczng metode wyznaczania macierzy odwrotnej A~!. Jezeli A jest

dana macierza wymiaru n X n, to poszukujemy macierzy B takiej, ze

AB = 1I,.
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Oznaczmy kolumny macierzy B przez X1, Xo, ..., X5, gdzie

blj

bgj

bn;

Natomiast kolumny macierzy jednostkowej I,, oznaczmy przez FEi,...E,. Na mocy wzoru
kj(AB) = Ak;(B) wnioskujemy, ze problem znalezienia macierzy B jest réwnoznaczny ze

znalezieniem macierzy X; spelniajgcych réwnania

AX]‘:E]', (1§j§7‘b)

Zatem, wyznaczenie B jest réwnowazne rozwigzaniu n ukladéw réwnan liniowych, z ktérych
kazdy ma n réwnan i n niewiadomych. Kazdy z tych ukladéw moze by¢ rozwiazany z osobna
metoda Gaussa - Jordana, ale, poniewaz macierz wspétczynnikéow kazdego uktadu jest ta sama,

wiec mozemy przeprowadzi¢ redukcje na wspdlnej macierzy rozszerzonej, postaci

[A| E\B»...E,]| = [A| L]

Po przeprowadzeniu redukcji tej macierzy do postaci kanonicznej [C| D] mozliwe sa dwie sytu-
acje.

(1) C = I,,. Wtedy oczywiscie mamy B = D.

(2) C # I,. Wtedy macierz C musi zawieraé wiersz zerowy i ktéry$ z rozpatrywanych
ukladéw réwnan nie ma rozwigzania. Zatem, macierz odwrotna do A w tym wypadku nie
istnieje.

Procedure wyznaczania macierzy odwrotnejdo A mozemy zatem stresci¢ w trzech krokach.

Krok 1. Tworzymy macierz rozszerzona [A| I,] wymiaru n X 2n przez dopisanie do A
macierzy jednostkowej I,,.

Krok 2. Sprowadzamy macierz [A| I,,] do postaci kanonicznej metoda Gaussa - Jordana.

Krok 3. Niech [C| D] bedzie otrzymana postacig kanoniczng. Mozliwe sa dwie sytuacje.

(a) Jezeli C = I,, to A~ = D.
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(b) Jezeli C # I,,, to A~! nie istnieje.

Przyklad 110 Znajdziemy (o ile istnieje) odwrotnosé macierzy

11 1
A=10 2 3
5 5 1

Krok 1. Tworzymy macierz [A| I3]

1110100
[AlI]=1] 0 010
00 1

\]
w

5

T
—_

Krok 2. Redukujemy te macierz do postaci kanonicznej

13 1 1
Loo)y ¥ -3 —§
_ 15 1 3
ClDl=]0 10| -B L 3
5 1
0 0 1 v 0 —3
Krok 3. Odczytujemy rozwigzanie

3 _1 _1

8 2 8

-1 _ 15 1 3

A7 = 8 2 8

5 1

i 0 g

1 2 -3
A=11 =2 1
5 —2 -3
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Krok 1. Formujemy macierz rozszerzong

1 2 —-3] 100
AlIl=]1 -2 1 |0 1 0
5 -2 -3/ 0 0 1

Krok 2. Przeprowadzamy redukcje Gaussa - Jordana, w wyniku ktérej otrzymujemy macierz

0 4 4| -1 1 0
0 0 0] -2 =31

Krok 8. W tym momencie jest jasne, e nie jest mozliwe aby C = I,,. Wnioskujemy zatem, ze

A~ nie istnieje.

Twierdzenie 112 Macierz wymiaru nxn jest nieosobliwa wtedy @ tylko wtedy, gdy jest réwnowazna

macierzy jednostkowe;j.

Przypuéémy, ze A jest macierzg nieosobliwg i rozwazmy uklad réwnan
AX = B.

Poniewaz istnieje macierz odwrotna do A, wiec mozemy rozwigzaé ten uktad réwnan mnozac

obie strony przez A~!:

A1 (AX) = A'B
(A7'A)X = A7'B
I,X = A'B
X = AlB.

Zatem, w przypadku gdy macierz wspoélczynnikéw ukladu jest nieosobliwa, uklad ma dokladnie

jedno rozwigzanie X = A~!B.
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Twierdzenie 113 Jezeli A jest macierzg wymiaru n X n, to jednorodny uktad réwnan
AX =0

ma rozwigzanie nietrywialne wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest osobliwa.

Twierdzenie 114 Macierz wymiaru n X n jest nieosobliwa wtedy © tylko wtedy, gdy uktad
rownan

AX =B
ma dokladnie jedno rozwigzanie, dla dowolnej macierzy B wymiaru n X 1.

Podsumujmy nasze spostrzezenia w postaci listy zdan réwnowaznych wlasno§ci nieosobli-
woSci.

Nastepujgce zdania sg réwnowazne.

1. Macierz A jest nieosobliwa.

2. Uktad AX = 0 ma tylko trywialne rozwigzanie.

3. Macierz A jest réwnowazna macierzy I,.

4. Uklad AX = B ma dokladnie jedno rozwiazanie, przy dowolnej macierzy B, wymiaru

n x 1.

4.7 Wyznacznik macierzy

Definicja 115 Niech S = {1,2,...,n} bedzie zbiorem liczb naturalnych od 1 do n. Dowolne

ustawienie elementdw zbioru S w jakimkolwiek porzqdku jijs...jn nazywamy permutacja zbioru

S.

Dla przyktadu, 4231 jest permutacja zbioru S = {1,2,3,4}. Latwo zauwazy¢, ze istnieje
doktadnie n! réznych permutacji zbioru S. Pare elementéw j, i js nazywamy inwersjg w per-
mutacji jija...Jn jezeli r < s, ale j, > js. Na przyklad, 4 i 2 stanowia inwersje w permutacji
4231. Permutacje dzielimy na parzyste i nieparzyste w zaleznosci od parzystoSci liczby inwer-
sji w nich wystepujacych. Na przyklad, permutacja 4231 jest nieparzysta poniewaz zawiera 5

inwersji 42, 43,41,21, 31.
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Definicja 116 Niech A = [a;j] bedzie macierzq wymiaru n x n. Wyznacznikiem macierzy A

nazywamy liczbe okreslong wzorem
det A = ‘A| = Z(i)aljlagh...anjn,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach jija...Jn zbioru S = {1,2,...,n}. Znak

+ lub — jest zgodny z parzystosciq permutacyi j1ja-.-jn-

ail a
Przyklad 117 Niech A = o . Woweczas det A = aq1a92 — a12a91.

a21  G22

ail a2 as

Przyklad 118 Niech A= | a9 age a9z |- Wowczas

a3l asz2 as3

det A = aii1a22a33 + a12a23a31 + aizaziass

—a13a22a31 — (12021033 — (113023032-

1 2 3
Przykitad 119 Obliczymy wyznacznik macierzy A= | 2 1 3

3 1 2

detA = 1-1-242-3-34+3-2-1
~3.1.3-2-2.2-1-3-1
= 2+4+1846-9-8-3

= 6.

Uderzajacy jest fakt szybkiego wzrostu liczby operacji arytmetycznych potrzebnych do
obliczenia wyznacznika stopnia n. W istocie, juz dla n = 10 dostajemy 10! = 3628 800 permu-
tacji, a dla n = 100 mamy ich juz 100! = 93 326 215 443 944 152 681 699 238 856 266 700 490 715
968 264 381 621 468 592 963 895 217 599 993 229 915 608 941 463 976 156 518 286 253 697 920 827 223 758 251
185210916 864 000 000 000 000 000 000 000 000. Bedziemy zatem potrzebowa¢ innych, bardziej

efektywnych metod obliczania wyznacznikéw. W tym celu przyjrzymy sie najpierw wlasnoSciom
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wyznacznika.
Twierdzenie 120 Wyznaczniki macierzy A i jej transpozycji sq réwne, to znaczy,
det A = det AT
Twierdzenie 121 Jezeli macierz B powstata z macierzy A w wyniku zamiany miejscami dwdch

wierszy (lub dwdch kolumn), to det B = —det A.

2 -1 3 2
Przykiad 122 Niech A = 1 B= . Wiedy det A=7 idet B= —T.
3 2 2 -1

Whniosek 123 Jezeli dwa wiersze (lub dwie kolumny) macierzy A sq identyczne, to det A = 0.

Twierdzenie 124 Jezeli macierz A zawiera wiersz (lub kolumne) sktadajqcy sie z samych zer,

to det A =0.

Twierdzenie 125 Jezeli macierz B powstata z macierzy A w wyniku pomnozenia wiersza (lub

kolumny) przez pewng liczbe ¢, to det B = cdet A.

Przyklad 126 Stosujac powyzsze twierdzenia mozemy upraszczaé rachunki wyciqgajac wspélne

czynniki z wierszy 1 kolumn przed wyznacznik. Na przykiad,

1 2 3 1 2 3 1 21
1 53[|=2153|=23151|=2-3-0=0
2 8 6 1 4 3 1 41

Twierdzenie 127 Jezeli macierz B zostata otrzymana z macierzy A w wyniku dodania do

pewnego wiersza kombinacji liniowej pozostatych wierszy, to det B = det A.

Przyklad 128 Mamy

1 2 3 5 09
2 -1 3|=]|2 -1 3|=4,
1 01 1 01

poprzez operacje 2wsg + wi.
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Twierdzenie 129 Jezeli A jest macierzq tréjkatng (a;; =0 gdy i > j), to
det A = a11a99...app,.

Ostatnie twierdzenie sugeruje pewna metode obliczania wyznacznika poprzez sprowadzenie

macierzy do postaci tréjkatnej. Zilustrujemy to w nastepnym przykladzie.

Przyklad 130 Mamy

4 32 4 32 1 2 3
3 -2 5| =2[3 -2 5 =-2|3 -2 5
2 46 Lug 1 23 W w3 432 —3wi +ws,—4wi +ws
1 2 3 123
= -2/0 -8 —4 =—(=2)(=49)(-5)| 0 1 2
0 =5 <10 |, .. 0 2 1 s
12 3
= —(-2)(-4)(-5]0 1 2|=2-4-5-(-3)=-120
00 —3

Twierdzenie 131 Wyznacznik iloczynu dwdch macierzy jest rowny iloczynow: ich wyznacznikow,

to znaczy
det(AB) = (det A)(det B).
1 2 2 -1
Przyklad 132 Niech A = 1 B= . Witedy det A= -2, det B=51
3 4 1 2
4 3
det(AB) = det =20-30=-10
10 5

= (=2)(5) = (det A)(det B).
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Whniosek 133 Jezeli A jest macierzag nieosobliwg, to det A #£ 0 4

1
det A7! = :
¢ det A
1 2
Przyklad 134 Niech A = . Wowczas det A = -2 4
3 4
|2
3 _1
2 2

“1_ _1_ 1
Ponadto, det A™" = —5 = 355~

4.8 Rozwiniecie Laplace’a

W tej czedci poznamy inng metode obliczania wyznacznika wykorzystujaca tzw. rozwiniecie

Laplace’a. Bedziemy potrzebowa¢ nastepujacych definicji.

Definicja 135 Niech A = [a;;] bedzie macierzq n x n. Niech M;; oznacza podmacierz wymiaru
(n—1) x (n—1) otrzymang z A poprzez usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Wyznacznik

det M;; nazywamy minorem elementu a;;. Wyrazenie
Aij = (—1)i+j det Mij
nazywamy dopelnieniem (algebraicznym) elementu a;;.

Przyklad 136 Niech

3 —1 2
A=14 5 6
7 1 2
4 6 3 —
Wowczas det Mo = det = —34, det My3 = det = 10. Ponadto, A1 =
7 2 7T 2

(—=1)1*2det Myp = (—1)(—34) = 34, oraz Agz = (—1)?>T3det Moz = (—1)(10) = —10.
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Wyrazenie (—1)"+7 okreéla znak + w zaleznoéci od parzystosci sumy i + j. Znaki te moga

ukladaja sie naprzemiennie zaréwno wedlug wierszy jak i kolumn:

+ - + -

Nastepujace twierdzenie przedstawia nowy, rekurencyjny sposéb obliczania wyznacznikéw.

Twierdzenie 137 (Rozwiniecie Laplace’a) Niech A = [a;;] bedzie macierzq wymiaru n X n.

Wowczas dla kazdego 1 < i <n,

det A = a;1 A + ainlio + ... + ainAin,

oraz dla katdego 1 < 7 < n,

det A = alelj + angzj + ...+ anjAnj.

Pierwszy z tych wzordw nosi nazwe rozwiniecia wyznacznika det A wedtug i-tego wiersza, drugi

za$ nazywany jest rozwinieciem wedtug j-tej kolumny.

Przykiad 138 W celu obliczenia wyznacznika macierzy

12 -3 4
42 1 3
A=
30 0 -3
20 -2 3

zavwwazmy wpierw, ze najlepiej bedzie rozwijat go wedtug trzeciego wiersza lub drugiej kolummy
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( z vwagi na zera). Przy wyborze pierwszej mozliwosci otrzymujemy

2 -3 4 1 2 -3
detA = 3|2 1 3|+3] -4 2 1|=3x20+3x(-4)
0 -2 3 2 0 -2
= 48

Przyklad 139 Ten sam wyznacznik mozemy réwniez obliczyc nieco inaczej, wykorzystujgc

poprzednie wlasnosci.

1 2 =3 4 1 2 -3 5
2 -3 5
-4 2 1 3 —4 2 1 -1
detA = = =32 1 -1
30 0 -3 30 0 0
0 -2 5
2 0 =2 3 2 0 —2 5 —wi+wz
k1+ka
2 -3 5
= 3|0 4 —6|=3x2 :3><2><(20—12)
-2 5
0 -2 5

4.9 OdwrotnoS$¢ macierzy
Przyjrzymy sie teraz wyrazeniu
aitAg1 + ai2Aka + .. + GinAgn,

w przypadku gdy ¢ # k. To doprowadzi nas do nowego wzoru na odwrotno$¢ macierzy nieosobli-

wej.

Twierdzenie 140 Jezeli A = [a;j] jest macierzq wymiaru n x n, to dla wszystkich i,j # k
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zachodzaq wzory

ai1Ag1 + apAp2 + ... + ainArn, = 0,

a1; A1 + agj Aok + ... + anjAnr, = 0.
Definicja 141 Macierz D4 okreslong wzorem
Da=[Ay]"
nazywamy macierzg, dopelien stowarzyszonag z macierzq A.

Przykiad 142 Niech

3 -2 1
A=15 6 2
1 0 -3

Obliczymy macierz dopetnien D . W tym celu najpierw znajdujemy wszystkie dopetnienia alge-

braiczne elementéw macierzy A, a nastepnie ustawiamy je odpowiednio w macierz. PoniewaZ

Ay = —18, Ax =17, A3 =—6,
Ay = —6, Ay =—10, A3 = -2,
Azr = —10, Az = —1, Az3 =28,
wiec
-18 -6 -—10
D= 17 —-10 -1
-6 -2 28

Twierdzenie 143 Jezeli A = [a;;] jest macierzq n x n, to

ADjg = DjA = (det A)In.
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Przyklad 144 Rozwazmy macierze A i D4 z poprzedniego przyktadu. Mamy

3 -2 1 ~18 -6 —10 -94 0 0
ADy = |5 6 2 17 -10 -1 |=1] 0 -94 0
1 0 -3 -6 -2 28 0 0 -9

100

= (=940 10

001

Whiosek 145 Jezeli A = [ai;] jest macierzq n x n i det A # 0, to

_ 1
~ det A

A1 Dy.
Whniosek 146 Macierz A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

Whiosek 147 Jezeli A = [a;j] jest macierzq n X n, to jednorodny uktad réwnan AX = 0 ma
rozwigzanie nietrywialne wtedy itylko wtedy, gdy det A = 0.
4.10 Regula Cramera

Wykorzystamy rezultaty poprzedniej sekcji do wyprowadzenia jeszcze jednej metody rozwiazy-

wania uktadéw réwnan liniowych o n réwnaniach i n niewiadomych.

Twierdzenie 148 (Regula Cramera) Niech AX = B bedzie uktadem n réwnan z n niewiadomymi.

Jezeli det A #£ 0, to ukltad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie wyrazajgce sie wzorami

gdzie A; oznacza macierz otrzymang w wyniku zastgpienia i-tej kolumny macierzy A przez

kolumne wyrazéw wolnych B.
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Przykilad 149 Rozwaimy nastepujocy uktad rownah.

—2x14+ 39 —23 = 1
1+ 229 —x3 = 4
—2z1 —x2+23 = —3.
Mamy
-2 3 -1 1
A= 1 2 -1|,B= 4
-2 -1 1 -3
oraz
1 3 -1 -2 1 -1 -2 3 1
A= 4 2 -1 |, 4= 1 4 -1 |, 4= 1 2 4
-3 -1 1 -2 -3 1 -2 -1 =3

Stgd det A = —2, det Ay = —4, det Ay = —6, det A3 = —8 i

- . detA1 _;4_2
VT detA T 2
£y = detA2:;6:3

det A -2
. _ detA3:;8:4
3 detA -2 '
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Przestrzenie wektorowe

W tym rozdziale zapoznamy sie z najwazniejszym pojeciem Algebry Liniowej - przestrzeniq wek-
torowq. Ograniczymy sie przy tym do przestrzeni rzeczywistych, w ktérych zbiorem skalaréw
jest R. Podstawowym modelem przestrzeni wektorowej jest zbiér wektoréw plaszczyzny lub
przestrzeni 3-wymiarowej z dobrze znanymi operacjami dodawania wektoréw i mnozenia wek-
tora przez skalar. Wlasnoéci tych przestrzeni stanowia punkt wyjscia ogélnej definicji przestrzeni

wektorowej.

5.1 Definicja przestrzeni wektorowej

Definicja 150 Niech V bedzie pewnym zbiorem z okreslonymi dziataniami ”dodawania” udv i
"mnozenia” r ®u, dla dowolnych elementéw u,v € V ir € R. Zbior V nazywamy przestrzenia
wektorowa nad R jezeli dla dowolnych elementow u,v,w € V ¢ dowolnych liczb rzeczywistych
r, s € R spetnione sq nastepujgce warunksi.

Hudvel.

2)u®d (vPw) = (udv)dw.

3)udv=vdu.

4) Istnieje element neutralny 0 € V' taki, ze

u®0=u.

69



5) Dla kazdego u € V istnieje element przeciwny —u € V' spelniajgcy réwnosé

u®d (—u) =0.

a)roOueV.

b)ro(udv)=(rou)®(rouv).

c)(r+s)Qu=(rou)®(sOu).

d)r®(sOu)=(rs) ®u.

e)1ou=mu.

Elementy zbioru V nazywamy oczywiscie wektorami natomiast liczby rzeczywiste okreslane

sq tutaj mianem skalarow.
Przedstawimy teraz kilka typéw przestrzeni wektorowych.

Przyklad 151 Podstawowym typem przestrzeni wektorowych sq przestrzenie, w ktérych V =
R"™, a operacje dodawania i mnozenia okreslone sq nastepujgco. Niech u,v € R™ i r € R.

Wowezas, jezeli w = [uq, ug, ...up] i v = [v1,v2, ..., 0], to

u@v = [ug +v1,up + V2 ey Uy + Uy,

TOU = [TULTUL, .y TUp).

Przyklad 152 Symbolem M, xn(R) oznaczamy przestrzen wektorowa macierzy wymiaru m X
n o elementach rzeczywistych. Wektorami sq wiec tu macierze ustalonego wymiaru m X n,
skalarami liczby rzeczywiste, a operacjami zwykle dodawanie macierzy i mnoZenie macierzy

przez liczbe.

Przyklad 153 Kolejnego przyktadu przestrzeni wektorowej dostarczajg wielomiany. Przestrzen

wielomiandw o wspdtczynnikach rzeczywistych stopnia co najwyzejn oznaczamy symbolem Py, (R).

Przyklad 154 Istniejg réwniez calkiem “egzotyczne” przestrzenie wektorowe o dosé przewrot-

nie okreslonych operacjach. Jezeli przyjmiemy V = {x € R:x > 0} oraz

uQv=uv, rOQu=1u,
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to réwniez otrzymamy przestrzen wektorowg,.

Twierdzenie 155 Jezeli V jest przestrzeniq wektorowa, to dla kazdego uw € V i r € R mamy
a) Ou=0,
b) r0 =0,
c) jezeliru =0, tor =0 lub u =0,

d) (—1)u = —u.

Wiasnoéci podane w twierdzeniu sa prostymi konsekwencjami definicji przestrzeni wek-

torowej.

5.2 Podprzestrzenie

Definicja 156 Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. Podzbior W C V' nazywamy pod-

przestrzenia V jezeli W réwniez jest przestrzeniq wektorowq z tymi samymi operacjamsi co V.

Twierdzenie 157 Podzbior W przestrzeni wektorowej V' jest jej podprzestrzeniq wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki.

1) Jezeliu,v € W, toudv € W.

2) Jezeliu e WireR, toroue W,

Przykitad 158 Niech A bedzie macierzq wymiaru m X n. Wdowczas zbidr
W={xeR": Az =0}

jest podprzestrzenig w R™.

Przyklad 159 Niech V.= M,(R) i niech W = {A € V : A = AT}. Poniewa suma dwdch
macierzy symetrycznych jest macierzq symetryczng i iloczyn macierzy symetrycznej przez liczbe

takze jest macierzaq symetryczng , wiec W jest podprzestrzeniq V.

Definicja 160 Niech vy, ...,v, bedq wektorami przestrzeni V i niech ci,...,c, bedqg liczbami

rzeczywistymi. Wowczas wektor

v=-cv1+ ...+ cpu,
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nazywamy kombinacjg liniowa wektoréw vy, ..., v, o wspdtczynnikach cq, ..., cy.

Przyklad 161 Na przyklad wektor (1,2) jest kombinacjqg liniowaq wektoréw (1,1) i (1,0), poniewaz

(1,2) =2(1,1) + (—=1)(1,0).

Definicja 162 Zbior wszystkich kombinacji liniowych wektoréw vy, ...v, nazywamy powloka

liniowa generowang przez zbior S = {v1,...,vn} @ oznaczamy symbolem Lin(S).

Twierdzenie 163 Niech S = {vy,...v;} bedzie skoficzonym zbiorem wektoréw pewnej przestrzeni

V. Wéwczas powtoka liniowa Lin(S) jest podprzestrzeniq w V.

Dowdd. Oznaczmy W = Lin(S) i rozwazmy sume u + v dwéch wektoréw z W.  Jezeli

u,v € W, to
u = bivi + ... + byup,
v = C1v1 + ... +Ccpup.
Wéwczas
ut+v = (bvr + ... + bpvy) + (c1v1 + ... + cpvp)

= (by+c1)vr+ ... + (bn + cn)vn,

co oznacza, ze u + v € W. Podobnie mozna sie upewni¢, ze ru € W, co koniczy dowdd.

5.3 Liniowa niezaleznoSc

Definicja 164 Mdéwimy, ze wektory vy, ve,...,v, € V rozpinaja (lub generuja) przestrzen V
jezeli

Lin(vi, v, ...,v,) = V.

Przyklad 165 Na przyklad wektory vi = (1,1) i vo = (1,0) rozpinajq plaszczyzne. Aby to
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zobaczyé rozwaimy dowolny wektor v = (a,b). Jezeli pokazemy, e réwnanie

z1(1,1) + x2(1,0) = (a,b)

zawsze ma rozwigzanie, to tym samym pokaiemy, e v € Lin(vi,ve). Poniewaz macierz tego

uktadu

11
A=
10

jest nieosobliwa, wiec, bez wzgledu na a i b, zawsze istnieje (doktadnie jedno) rozwigzanie.

Definicja 166 Wektory vi,va,...,v, € V nazywamy liniowo niezaleznymi jezeli réwnanie

T1v1 + X2V + ... + TpU, =0

ma doktadnie jedno rozwigzanie w liczbach x1, ..., xn. W przeciwnym razie mowimy, ze wektory

sq liniowo zalezne.

Przykitad 167 Wektory z poprzedniego przyktadu sq liniowo niezalezne poniewaz, wobec odwracal-

nosci macierzy A, uktad AX =0, a tym samym réwnanie

z1(1,1) + x2(1,0) = (0,0),

ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Przyklad 168 Wektory (1,1) i (2,2) sq liniowo zalezne. W istocie, réwnanie

21(1,1) + 22(2,2) = (0,0)

prowadzi do uktadu jednorodnego o macierzy

ktorej wyznacznik jest réwny 0. Rozwigzah jest wiec nieskonczenie wiele.
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Przyklad 169 Wektory (1,1), (1,0) ¢ (0, —1) réwniez sq liniowo zalezne. Réwnanie

.Tl(]_, 1) + 332(1, 0) + 1'3(0, *1) = (O, 0)

prowadzi do uktadu jednorodnego o macierzy

11 0
1 0 -1

A=

Rozwigzan jest wiec nieskonczenie wiele, z wwagi nawymiar tej macierzy. W istocie, z tego
samego powodu kazdy zbior skladajacy sie wiecej niz n wektoréw przestrzeni R™ bedzie liniowo

zalezny.

Twierdzenie 170 Wektory niezerowe vy, va,...,v, € V sq liniowo zaleine wtedy i tylko wt-
edy, gdy istnieje wsrdd nich wektor vj, bedacy liniowq kombinacjq poprzedzajgcych go wektoréw

V1,024 .00y Vj—1-

Dowdd. Przypu$tmy najpierw, ze istnieje wektor v; taki, ze

v; = €101 + ...+ Cji—1Vj—1.

Woéwcezas, rownanie

101 + ... + 205 + ... + TR0, =0

posiada rozwigzanie niezerowe

r, = ¢,dlal<i<j-—1,
l’j = —1,
z; = 0,dlaj+1<¢<n,

a wiec wektory v, v9, ..., v, sa liniowo zalezne.
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Na odwrét, przypuscmy, ze wektory vy, va, ..., U, $g liniowo zalezne i niech j bedzie najwigk-

szg liczbg sposrdd 1,2, ..., n taka, ze x; # 0. Wowcezas, z; = 0, dla ¢ > j i mozemy napisac

r1v1 + ... x50 = 0

Tjv; = —T1V1 — ... — Tj-1Vj-1

x Ti_
v = <—;>v1+...+<— ;1)1)]'1,
J J

co konczy dowdd.

5.4 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Definicja 171 Mowimy, ze wektory vy, ve, ...,v, € V tworzq baze przestrzeni V jesli sq liniowo

niezalezne oraz Lin(vy,va,...,v,) = V.

Twierdzenie 172 Niech S = {v1,va,...,v,} bedzie zbiorem niezerowych wektoréw przestrzeni

V' i niech W = Lin(S). Wowczas pewien podzbidr zbioru S jest bazq przestrzeni W.

Dowdd. Jezeli wektory zbioru S sag liniowo niezalezne to S jest bazg W. Przypu$émy wiec,

ze S jest liniowo zalezny i niech v; bedzie wektorem z poprzedniego twierdzenia
v; =C1U1 + ... + Cj—105-1.

Latwo zauwazy¢, ze usuniecie wektora v; ze zbioru S nie zmieni powloki liniowej generowanej
przez S. W istocie, zastgpujac v; w dowolnej kombinacji liniowej zbioru S przez civy + ... +

cj—1vj—1 otrzymamy kombinacje wektoréw zbioru S — {v;}. Zatem
Lin(S) = Lin(S — {v;}).

Jezeli zbiér T' = S — {v;} jest liniowo niezalezny, to 1" jest bazg W. W przeciwnym razie
powtarzamy to samo postepowanie w stosunku do zbioru 7', usuwajac z niego kolejny zbedny
wektor. Poniewaz liczba wektoréw jest skonczona, wiec predzej czy pézniej otrzymamy zbidr

niezalezny generujacy przestrzen W, co bylo do udowodnienia.
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Przyklad 173 Niech S = {(1,1), (1,0),(0,—1)}. Z poprzednich przyktadéw wiemy, ze S jest

liniowo zalezny oraz Lin(S) = R%. Jednak mamy

(0,—1) =—(1,1) + (1,0).

Zatem Lin(S) = Lin(T), gdzie T = {(1,1), (1,0)}. Poniewat T jest niezalezny, wiec T jest
bazq Lin(S).

Twierdzenie 174 Niech S = {v1,va,...,v,} bedzie bazq przestrzeni V i niech T = {w1, wa, ..., wp }

bedzie zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych z V. Wowczas m < n.

Dowdéd. Poniewaz S jest baza przestrzeni V, wiec T C Lin(S) i w szczegblnoSci

w1 = C1V1 + ... + CpUp.

Zbiér T jest niezalezny, a zatem wi # 0 i stad ¢; # 0 dla pewnego 1 < i < n. Dla wygody
przyjmijmy, ze ¢ = 1 po ewentualnym przenumerowaniu wektoréw zbioru .S. Wobec tego wektor
v1 moze by¢ przedstawiony w postaci kombinacji liniowej wektoréw zbioru S; = {wi, v, ..., v, }
i w konsekwencji

Lin(S) = Lin(S1).

Innymi stowy, wymiana wektora v; na w; nie zmienila powloki rozpietej przez S. Ponadto
zauwazmy, ze zbiér S1 pozostaje liniowo niezalezny. Rzeczywiscie, przypu$émy, ze jakis wektor

v; jest kombinacjg wektorow wi, va, ..., vj-1

v = biwi + bavg + ... + bjflvjfl.

Zauwazmy, ze musi by¢ by # 0, gdyz w przeciwnym razie zbiér {vs,...,v,}, a co za tym idzie

takze S, bylby zalezny. Stad otrzymujemy

v; = by (011}1 + ...+ cnvn) + bovg + ... + bjfl’Ujfl

0 = (blcl)vl + dovg + ... + dpvp,
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przy czym bic; # 0, co jest sprzeczne z niezaleznoScig zbioru S. Zatem zbiér Sp jest baza
przestrzeni V.

Powtarzajac to samo postepowanie do zbioru S7 i wektora wo dostaniemy nowg baze

SQ = {’U)l,wg,’l)g, “'7vn}a

itd. Gdyby m > n, to otrzymalibySmy w koncu zbiér S, = {wi,...,w,} generujacy calg

przestrzen i wektory wyy1, Wpy2, ..., Wy, nie nalezace do S,. Stad, na przyktad
Wn+1 € Lin(Sy)

co przeczy niezaleznosci zbioru W. Dowdéd twierdzenia jest wiec zakonczony.
Whniosek 175 Dwie dowolne bazy przestrzeni wektorowej V- majq te samgq liczbe elementdw.

Przyklad 176 Najprostszq baze przestrzeni R? stanowiq wektory e; = (1,0) i ea = (0,1).
Wobec powyzszego wniosku, kazda inna baza musie miec rowniez doktadnie dwa wektory. Podob-

nie, kazda baza przestrzeni R" sklada sie z dokladnie n wektorow.

Definicja 177 Wymiarem niezerowej przestrzeni wektorowej V nazywamy liczbe wektoréw dowol-

nej bazy V. Wymiar przestrzeni V' oznaczamy symbolem dim V.
Przyklad 178 Latwo zauwazye, e dimR™ = n, dim M, x, = mn oraz dim P, = n + 1.

Podamy jeszcze bez dowodéw dwa uzyteczne twierdzenia dotyczace baz przestrzeni wek-

torowych.

Twierdzenie 179 Jezeli S jest zbiorem liniowo niezaleinych wektoréw przestrzeni V', to ist-

nieje baza przestrzeni V' zawierajgca zbior S.

Twierdzenie 180 Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq wymiarun i niech S = {v1,va, ..., vp }
bedzie podzbiorem V. Wowczas

1) Jezeli S jest linowo niezaleiny, to S jest bazq V.

2) Jezeli S generuje V', to S jest bazq V.
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Przeksztalcenia liniowe
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