Wyklady z Algebry

Jarostaw Grytczuk

1. Liczby calkowite

Liczby 0,+£1, +2, £3, ... nazywamy liczbami catkowityms, a zbiér wszystkich ta-
kich liczb oznaczamy przez Z. Zbiér liczb calkowitych dodatnich 1,2, 3, ..., zwanych
réwniez liczbami naturalnymi, oznaczamy przez N. Dziedzina zajmujaca sie badaniem
wlasnosci liczb calkowitych to Teoria Liczb—mnajstarsza, obok Geometrii, dyscy-
plina matematyczna. O dziwo, wiele najtrudniejszych, dotad nierozwiazanych
probleméw matematycznych pochodzi wiasnie z Teorii Liczb. W tym rozdziale
przypomnimy i poglebimy szereg zagadnien dotyczacych liczb calkowitych, a takze
przedstawimy kilka najwazniejszych probleméw, wokét ktérych koncentruje sie ak-
tualny nurt badan.

1.1. Algorytm Euklidesa. Tak sie wybornie sktada, ze mozemy rozpoczaé
od przedstawienia pierwszego w historii matematyki algorytmu—Algorytmu FEuk-
lidesa, stuzacego znajdowaniu najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch liczb natu-
ralnych. Najpierw przypomnimy niezbedne pojecia.

DEFINICIA 1. Niech d i n bedaq liczbami naturalnymi. Mowimy, zZe d dziels
n jesli istnieje taka liczba naturalna k, ze n = dk. Liczbe d nazywamy wiéwczas
dzielnikiem liczby n.

Na przyktad, 6 dzieli 18 poniewaz 18 = 6-3. Natomiast 6 nie dzieli 20 poniewaz
réwnanie 20 = 6k nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych k. Fakt podzielnosci
liczby n przez d zapisujemy jako d | n.

Kazda liczba naturalna n ma skoiiczong liczbe réznych dzielnikéw. Oznaczamy
ja przez 7(n). Na przyklad, 7(20) = 6 poniewaz 20 ma sze$¢ réznych dzielnikéw: 1,
2,4, 5, 10, 20. Liczbe dzielnikéw danej liczby n mozemy odczytaé z nastepujacego
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Diagramu Leibniza:

*
* *
* * *
* * *
* * * *

* * * * * *
* * * * * * * * * *
k% ok ok k% ok ok ox ok ok ok ok ok ok %k %k % % %

123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Liczba gwiazdek widniejacych nad n to wlasnie liczba jej dzielnikéw 7(n).

TWIERDZENIE 1. (O dzieleniu z resztq) Dla dowolnych liczb catkowitych n i d,
przy czym d > 0, istnieje dokladnie jedna para liczb catkowitych q i r taka, zZe

n=dg+r, 0<r<d.

PRrOOF. Przyjmujac q = L%J ir=a-—d L%J dostajemy pare spelniajaca teze
twierdzenia. Ponadto, warunki twierdzenia okraslaja te pare jednoznacznie. W is-
tocie, przypu$émy, ze mamy réwniez a = dq'+7' 10 < r’ < d. Wéwczas mieliby$my

dlg—4q)=1r"—r,
a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy ¢ — ¢’ = 0.

Liczbe q z powyzszego twierdzenia nazywamy ilorazem, a r—resztq z dzielenia
n przez d.

PRZYKLAD 1. Jeslin=25id="7, to g =3 ir =4 poniewaz
25=7-34+4,0<4<7T.
Jeslin=-25id=7, toq=—41r =3, poniewaz
—25=7-(-4)+3,0<3<T.
DEFINICIA 2. Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb naturalnych m i

n nazywamy najwicksza liczbe naturalng dzielaca jednocze$nie m i n. Oznaczamy
jg przez (m,n).

Na przyklad, (2002,770) = 154 poniewaz 154 dzieli zaréwno liczbe 2002 jak i
770 i jest najwieksza liczba naturalng o tej wlasnosci.

Opiszemy teraz zasade dziatania Algorytmu Euklidesa, pozwalajacego dla zadanych
liczb naturalnych m i n znalez¢ ich najwiekszy wspélny dzielnik (m,n). Przy-
pusémy, ze m > n. W pierwszym kroku wykonujemy dzielenie m przez n i otrzy-
mujemy, zgodnie z twierdzeniem o dzieleniu z reszta, iloraz q; i reszte ri:

m=qn+r,0<r <n.

Jezeli r1 # 0 to mozemy wykona¢ drugie dzielenie—n przez r1, ktére daje drugi
iloraz g2 i druga reszte rs:

n=qgar1 +12,0 <10 < 71
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Jezeli ponownie ry # 0 to dzielimy znowu r; przez ro i dostajemy iloraz gs i reszte
r3 spelniajace warunki

r1=712q3 + 73,0 <713 < 7o
I tak dalej:

ro = 13q4 +74,0 <14 <73,
T3 = 71495 + 75,0 <15 < 7y,

Jest jasne, ze w konicu otrzymamy r;, = 0 dla pewnego k naturalnego, poniewaz
ciag liczb calkowitych r1 > ro > r3 > ... jest z malejacy i ograniczony z dotu przez
0. Twierdzimy teraz, ze jezeli 1, = 0, to (m,n) = rx_1. W istocie, wystarczy
zauwazyc, ze réwnosé

m=nq—+r

pociaga za soba réwnos¢ (m,n) = (q,r). Stosujac to spostrzezenie do kolejnych
réwnosci otrzymamy (m,n) = (rg—2, Tk—1) = rk—1.

PRZYKLAD 2. Niech m = 2002 a n = 770. Powtarzajac dzielenie z resztq na
kolejnych parach dostajemy cigg réwnosci:

2002 = 7702+ 462,
770 = 462- 1+ 308,
462 = 3081+ 154,
308 = 154-2.

Zatem, (2002, 770) = 154.

Algorytm Euklidesa pozostaje wciaz jedna z najbardziej efektywnych metod
wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika. Znajduje on zstosowanie w bu-
jnie rozwijajacej sie ostatnio Kryptografii—dziedzinie zajmujacej sie szyfrowaniem
informacji. O zastosowaniach Teorii Liczb w Kryptografii bedzie jeszcze mowa.

1.2. Liczby pierwsze. Kazda liczba naturalna n > 1 posiada co najmniej
dwa rézne dzielniki, 1 i n.

DEFINICIA 3. Liczbe p > 1 nazywamy liczbg pierwszaq jesli 1 i p sq jedynymi
jej dzielnikami. Liczbe naturalng n > 1, ktdra nie jest pierwszq nazywamy liczba
ztoZona.

Liczby pierwsze mozemy rozpozna¢ w Diagramie Leibniza jako te, nad ktérymi
"$wieca” dokladnie dwie gwiazdki.

TWIERDZENIE 2. (Euklides) Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

PROOF. Przypus$émy, ze p1 = 2 < ps = 3 < ... < p, sa wszystkimi liczbami
pierwszymi. Przyjmijmy P = pips...p, + 1 i niech p bedzie dzielnikiem pierwszym
liczby P. Wtedy liczba p nie moze by¢ zadna z liczb p;, gdyz w przeciwnym razie,
dzielilaby réznice P — pyps...pr, = 1, co jest niemozliwe. Zatem pi,ps, ..., p, nie sa
wszystkimi liczbami pierwszymi.

TWIERDZENIE 3. Odstepy pomiedzy kolejnymi liczbami pierwszymi moga byé
dowolnie duze.
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Proor. W istocie, niech n > 2 bedzie liczbg naturalna. Rozwazmy ciag n — 1
kolejnych liczb naturalnych
nl+2,n+3,...,n! +n.

Poniewaz zadna z nich nie moze by¢ liczba pierwsza, twierdzenie jest udowod-
nione. Qi

Znacznie trudniej udowodnié prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia, znanego
jako Postulat Bertranda.

TWIERDZENIE 4. (Postulat Bertranda) W kazdym przedziale [n,2n], n = 1,2, ...
znajduje sie liczba pierwsza.

A jeszcze trudniejsze sg dowody stynnego Twierdzenia Dirichleta czy Twierdzenia
o Liczbach Pierwszych.

TWIERDZENIE 5. (Twierdzenie Dirichleta) Jezeli (a,b) = 1, to ciag arytmety-
czny an +b, n=0,1,2, ... zawiera nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

TWIERDZENIE 6. (Twierdzenie o Liczbach Pierwszych) Niech w(N) oznacza
liczbe liczb pierwszych w przedziale [1, N]. Wowezas

N
tim T
N—oo o

Mamy wreszcie calg plejade nierozwiazanych dotad probleméw o liczbach pier-
wszych. Na przyklad wciaz nie wiadomo czy istnieje nieskoniczenie wiele par blizZni-
akow, czli par liczb pierwszych rézniacych sie o 2.

1.3. Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki.

TWIERDZENIE 7. Kazda liczba catkowita n > 1 rozktada sie na iloczyn liczb
pierwszych.

PRroOOF. Liczba n albo jest pierwsza albo jest zlozona. W pierwszym przypadku
teza twierdzenia jest oczywista. Jesli n jest zlozona, to z definicji istnieje liczba d,
taka, ze 1 < d < n id dzieli n. Niech m oznacza najmniejszy z takich dzielnikéw.
Pokazemy, ze m musi by¢ liczba pierwsza. Gdyby m nie bylo pierwsze, to istniatoby
takie naturalne k, ze 1 < k < m i k dzieliloby m. Stad mielibySmy, ze 1 < k <m ik
dzieli n, a to przeczy wyborowi m. Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje, ze rzeczywiscie
m jest liczba pierwsza. Oznaczajac ja przez p; mozemy wiec napisa¢ n = pyr, gdzie
1 < r < n. Powtarzajac to samo rozumowanie do liczby r otrzymamy n = pipss,
gdziep; < pyil < s <r < n. Ten proces zakonczy sie po skoniczonej liczbie krokéw,
poniewaz miedzy 1 i n znajduje sie tylko skoficzona liczba liczb naturalnych. W
rezultacie otrzymamy rozkiad

(1.1) n = pips...n¢
gdzie p; < py < ... < p; 83 liczbami pierwszymi, co konczy dowdd twierdzenia. i
Zauwazmy, ze jezeli n = ab, to liczby a i b nie moga by¢ jednocze$nie wicksze

od /n. Stad wynika, ze dowolna liczba zltozona n posiada dzielnik pierwszy nie
przewyzszajacy /n.
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Oczywiscie w rozkladzie (1.1) te same czynniki moga sie powtarza¢ i mozemy je
wéwcezas zapisac¢ jako potegi. W ten sposéb otzrymamy rozklad liczby n na iloczyn
poteg réznych liczb pierwszych:

(1.2) n = pypy*..ppt,
gdzie p; < po < ... < pria; >0dla: =12 ..k Przedstawienie liczby n w
postaci (1.2) nazywamy jej rozkladem kanonicznym.

Udowodnimy teraz fundamentalne twierdzenie o jednoznacznoéci rozktadu na
czynniki pierwsze znane jako Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki.

TWIERDZENIE 8. (Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki) Rozktad kanoniczny
liczby catkowitej n > 1 jest jednoznaczny.

ProOOF. Rozklad kanoniczny liczby pierwszej jest oczywiscie jednoznaczny. Za-
16zmy, ze pewne liczby catkowite dodatnie, wieksze od jedynki, maja rézne rozklady
kanoniczne i niech N bedzie najmniejsza z takich liczb. Mamy wiec

N = pip2...0k = q1G2---Gm,

przy czym kazda z liczb p jest rézna od kazdej z liczb q. W istocie, w przeciwnym
razie dzielac N przez p, otrzymaliby$my liczbe catkowita N’ < N posiadajaca te
sama co i NV wiasno$¢, a to jest niemozliwe wobec wyboru N. Mozemy takze zalozy¢,
ze

P<p2<..<ppiqa <@<.. <gnm
ip1 < q1. Zdefiniujmy teraz liczbe

P =piga...qm.

Z tego, ze p1 | Pipy | N wynika, ze p1 | (N—P), gdzie N—P = (g1 —p1)g2..-qm > 1.
Dlatego mozemy napisaé

(13) N—Pzpltl...th,

gdzie t; sa liczbami pierwszymi. Jesli g —p; > 1, to mozemy takze zapisa¢ q; — p1
w postaci iloczynu liczb pierwszych:

g1 —P1 =T1r2...Ts.

Otrzymaliémy w ten sposéb drugi rozklad liczby N — P na czynniki pierwsze, a
mianowicie

(1.4) N — P =ri15..7:q2...qp.

WidzieliSmy wczeéniej, ze zadne p nie jest réwne zadnemu gq. W szczegdlnodci, py
nie jest réwne zadnemu z ¢. Dalej jest jasne, ze p1 t (q1 — p1) 1 dlatego p; nie jest
réwne zadnemu z r, tak wiec q; — p; nie moze zawiera¢ w rozkladzie na czynniki
pierwsze p;. Zatem liczba N — P posiada dwa rézne rozklady (1.3) i (1.4) na
czynniki pierwsze. To samo jest stuszne w przypadku, gdy ¢1 — p1 = 1. No ale
1 < N—P < N, ato przeczy minimalno$ci N. Zatem, nie istniejg liczby calkowite
n > 1 posiadajace wiecej niz jeden rozklad kanoniczny. i

Na przykiad, 2002 = 2 x 7 x 11 x 13 jest jedynym mozliwym rozkladem kanon-
icznym liczby 2002. Podobnie, 52! = 80658 175170943878 571 660 636 856 403
766 975 289 505 440 883 277 824 000 000 000000 = 2493235127811413417319223229 x
31 x 37 x 41 x 43 x 47.
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1.4. Funkcja Eulera. Niech N bedzie liczba naturalng. Symbolem ¢(N) oz-
naczamy liczbe nieskracalnych utamkéw wiasciwych o mianowniku N. Na przykiad,
©(18) = 6, bo istnicje dokladnie 6 takich ulamkéw o mianowniku 18:

1 5 7 11 13 17

187187187187 187 18"
Funkcja N +— () nosi nazwe Funkcji Eulera. A oto tabela poczatkowych wartosci
funkcji Eulera:

N: 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
oN) 1 1 2 2 4 2 6 46 4 10 4 12 6 8 8 16 6°

Jest intuicyjnie oczywiste, ze warto$¢ ¢(N) musi zaleze¢ od rozktadu liczby N
na czynniki pierwsze. Na przyklad, jezeli N = p jest liczba pierwsza, to oczywiscie
©(p) = p—1. Ogdlnie, jesli liczba pierwsza p dzieli N, to nalezy pomina¢ wszystkie
utamki, ktérych licznik dzieli sie przez p. Ta obserwacja pozwala na znalezienie
wzoru na funkcje p(N).

TWIERDZENIE 9. Niech N = p’f1p§2 ..pFr | bedzie kanonicznym rozkladem liczby
N na czynniki pierwsze. Wowczas
1 1 1
1.5 N)=N1-—)1-—)...01——
(1.5) p(N) = N( pl)( p2) ( pr)
PrOOF. Rozwazmy zbiér Uy wszystkich ulamkéw wlasciwych o mianowniku
N. Jest ich oczywiscie N. Sposéréd nich dokladnie pﬁl utamkéw skraca sie przez p;.
Odrzucajac kazdy taki utamek pozostanie N — pﬂl =N(1- pll) ulamkéw. Podobnie,
wéréd N (1 — p%) pozostatych utamkéw znajduje sie dokladnie p%N (1-— p%) takich,
ktérych licznik dzieli sie przez py. Zatem, po ich odrzuceniu pozostanie
1 1 1 1 1
Nl-—)-=N(1-—)=N(1-—)(1-—)
n P2 n b1 b2
utamkéw. Postepujac dalej w ten sam sposéb az do ostatniego czynnika p,., usuniemy
ze zbioru Uy wszystkie ulamki skracalne, a liczba tych, ktére pozostana wyniesie
dokladnie

1 1 1
N(1- p—l)(l — p_z)(l — p—T),

co konczy dowod wzoru (1.5). I

Wzér (1.5) mozna poda¢ w nieco innej réwnowaznej postaci:
(1.6) P(N) = (P = PP ) (052 — P52 1) (o — ).

PRZYKLAD 3. Obliczymy warto$¢ funkcji Eulera dla N = 2002. Poniewaz

2002 =2 x 7 x 11 x 13,
wiee, na mocy wzoru (1.6),
»(2002) =1-6-10-12 = 720.
7 Twierdzenia 9 wynika natychmiast, ze funkcja Eulera jest multyplikatywna.

WNIOSEK 1. Dla dowonych liczb catkowitych dodatnich M, N takich, ze (M, N) =
1 zachodzi wzor

P(MN) = p(M)p(N).
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Funkcja Eulera posiada jeszcze wiele innych ciekawych wilasnosci, ktére poz-
namy w dalszym ciagu. Zakoniczymy ten paragraf jedna z nich.

TwIERDZENIE 10. Dlia dowolnej liczby catkowitej N > 0

> p(d) = N.

d|N

PRrROOF. Niech N = plflpgz...pfr bedzie rozkladem kanonicznym liczby N. Rozwazmy
iloczyn
T

P= H(l + o(pi) + (P?) + ... + ().
i=1
Korzystajac ze wzoru (1.6) otrzymujemy
-

pPo= H(1+(pi_1)+(p?—pi)+.-.+(pf"—pfifl)

i=1
T

ki _
Hpi =N.
=1

7 drugiej strony, otwierajac nawiasy i wykorzystujac multyplikatywnos¢ funkcji ¢
otrzymamy

! 1 .
P o= > om)e®s).eh)
(I l2,.50r)
Ll .
= Z e(P P D7),
(L1,l2,..00)
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich ukladach liczb (l,ls, ...,1,.) takich, ze
0<l; <k;,v=1,2,...,r, przy czym kazdy uklad wystepuje w tej sumie dokladnie
raz. Wéwczas iloczyny postaci pll1 p?...pﬁr odpowiadaja dzielnikom liczby N, a wiec

P o= > oipf.ph)
(11,02, 000)

> wld),

AN

co konczy dowdd. i

PRZYKLAD 4. Obliczmy sume funkcji Eulera rozciggnieta po wszystkich dziel-
nikach liczby N = 18. Mamy

doed) = o) +0(2) + @(3) + 9(6) + (9) + ¢(18)
d|18

= 1+1+2+2+6+6=18.

1.5. Funkcja Mdobiusa i Hipoteza Riemanna. Na zakonczenie przedstaw-
imy pewna szczegdlna wersje jednego z najstawniejszych matematycznych prob-
leméw wszechczaséow, ukazujaca jego zwiazek z fenomenem jednoznacznego rozktadu.
W tym celu zdefiniujemy jedna z wazniejszych funkcji arytmetycznych, mianowicie
funkcje Mobiusa.
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DEFINICJA 4. (Funkcja Mébiusa) Niech n = p*ps?...p%r bedzie kanonicznym
rozkladem liczby naturalnej n na czynniki pierwsze. Woéwcezas symbol p(n) oznacza
liczbe okreslong wzorem

(n) = 0, gdy a; > 1 dla pewnego 1 <1 <r
mn) = (=1, gdy a; =1 dla wszystkich i =1,...,7.

Ponadto przyjmujemy p(1) = 1.

Jesli wiec liczba n dzieli sie przez jaki§ kwadrat wiekszy od 1, to pu(n) = 0, na
przyktad p(12) = 0. Natomiast, w przypadku liczb bezkwadratowych u(n) = +1
w zaleznoéci od parzystosci liczby czynnikéw pierwszych w rozkladzie kanonicznym
liczby n. Na przyklad, u(15) = 1, ale u(30) = —1.

Sama funkcja p(n) jest tak samo nieregularna jak nieregularnie rozmieszczone
sa liczby pierwsze w ciagu liczb naturalnych. Jest wiec naturalnym badanie funkcji
sumacyjnej okreslonej wzorem

n

M) =3 (k).
k=1

Przez pewien czas sadzono, ze jest mozliwe aby |M(n)| < /n, dla wszystkich
n > 1, ale to przypuszczenie zostalo w konicu obalone. Pozostala natomiast do
rozstrzygniecia nastepujaca kwestia, ktéra, jak mozna udowodni¢, jest réwnowazna
stynnej Hipotezie Riemanna:

dla kazdego € > 0 istnieje stata c. taka, ze

IM(n)| < cen®te.
Warto doda¢, ze za rozwiazanie Hipotezy Riemanna wyznaczono w roku 2000
nagrode wysokosci 1.000.0008.
2. Arytmetyka modulo m

DEFINICIJA 5. Niech m > 0 bedzie ustalong liczbg catkowitq. Mdowimy, Ze liczby
catkowite a i b przystaja modulo m, co zapisujemy jako

a = b(modm),
jezeli reszty z dzielenia a 1 b przez m sa takie same.

Z powyzszej definicji wynikaja (prawie) natychmiast nastepujace wlasnosci relacji
przystawania.

1. a = b(mod m) wtedy i tylko wtedy gdy m | a — b.

2. Jezeli a = b(modm) i ¢ = d(modm), to

a+c = b+d(modm),
ac = bd(modm),
a® = b¥(modm),

dla dowolnego k£ > 0.
3. Relacja przystawania modulo m jest relacja réwnowaznosci, tzn., dla dowolych
liczb calkowitych a, b, ¢ zachodza wlasnosci:
(1) a = a(mod m)
(2) Jezeli a = b(modm), to b = a(mod m).
(3) Jezeli a = b(modm) i b = ¢(modm), to a = ¢(modm).
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Dla liczby a € Z oznaczamy przez [al, zbiér wszystkich liczb calkowitych
przystajacych do a modulo m:

[a);m ={z € Z: z = a(modm)}.

Zbiér [a]n, nazywamy klasq abstrakeji (lub klasq réwnowaznosci) elementu a. In-
nymi stowy, jezeli r jest reszta z dzielenia a przez m, to [a],, sklada sie z wszystkich
liczb dajacych reszte r przy dzieleniu przez m. Latwo zobaczy¢, ze takie klasy
maja posta¢ obustronnie nieskonczonych ciagéw arytmetycznych o réznicy m. Na
przyklad, dla m = 3 mamy trzy klasy:

03 = {..—6,-3,0,3,6,9,..}
M3 = {..—5,-2,1,4,7,10,..}
23 = {..—4,-1,2,58,11,..},

ktére mozna zobrazowaé jak nastepuje:

liczba: | ...|-8|-7|—-6|-5|—-4|-3|-2]|-1]0]1]2]|3]|4|5]|6
reszta 0: | ... 0 0 0 0 0
reszta 1: | ... | 1 1 1 1 1
reszta 2: | ... 2 2 2 2 2

Nalezy podkresli¢, ze klasy reszt tworza podzial zbioru Z na rozlaczne warstwy, z
ktérych kazda moze by¢ reprezentowana przez dowolny ze swoich elementéw. Na
przyklad,

[z = [7]3 = [-98]s.

DEFINICIA 6. Zbior wszystkich klas reszt modulo m oznaczamy symbolem Z,y,
a jego elementy nazywamy liczbami catkowitymi modulo m:

Zon = {[0]ms Ly ovos [0 — L ).

Liczby calkowite modulo m, podobnie jak zwykte liczby catkowite, mozemy
dodawaé¢ i mnozy¢.

DEFINICIA 7. W zbiorze Z, okreslamy dzialania dodawania i mnozenia modulo
m jak nastepuje:

[alm @ [blm = [a + b]m, [a]m © [blm = [ab]m.

Zauwazmy, ze tak okreS$lone dzialania nie zaleza od wyboru reprezentantéw

klas. W istocie, jezeli [a]m = [@/]m 1 [b]m = [b']m, to wobec wlasnosci 2 relacji
przystawania modulo m mamy

[a]m @ [lm = [a+bm =[a" +V]m = [a]n & [V]m,

[a]in © bl = [ablm = [V ] = [a']in © [V

TWIERDZENIE 11. Niech a,b,c bedg dowolnymi elementami zbioru Z,, i oz-
naczmy 0 = [0],, ¢ 1 = [1],,. Wowczas operacje @ i © spelniajg nastepujgce wlas-
nosci.
a®b, a®b&Zy,.
a®db=bPa,a®b=b0Oa.

(a®b)@ec=ad(b®c), (a®b)Oc=ad (bOc).
ad0=a,a®1=a.
a®b®e)=(a0b)®(a®c).

O W=
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6. Dla kazdego a € Zy, istnieje element —a € Zy, taki, ze a ® (—a) = 0.

PrOOF. Wilasno$¢ 1 jest bezposrednia konsekwencja definicji dziatan modulo
m. Dla dowodu pierwszej czesci wlasnoéei 2 przypusémy, ze a = 2] 1 b = [y]m.
Wéwezas

adb = [:E]mEB[y]mZ[:E+y]m
= [y =+ z}m = [y}m S2) [x}m
= b+a.

Podobne dowody mozna sporzadzi¢ dla drugiej czesci 2 i dla pozostalych wlasnosci
3,4,5. Dla 6 wystarczy przyja¢ —a = [—]m. I

W praktyce upraszczamy niewygodna notacje [z],, opuszczajac znak [-],, i uzy-
wajac zwyklych symboli 0, 1,2, ...,m — 1 na oznaczenie klas

[0y [y coey [M = 1

Podobnie, zamiast pisa¢ @ i ©®, dziatania na klasach oznaczamy zwyklymi symbo-
lami dodawania i mnozenia + i -. Zazwyczaj jest jasne z kontekstu o jaki modut
m sie rozchodzi. Na przyklad, jezeli wiadomo, ze m = 9, to napiszemy po prostu
7+ 5 = 3zamiast [7]g & [5]g = [3]e.

Widzimy, ze operacje dodawania i mnozenia liczb calkowitych modulo m maja
podobne wlasnosci do zwyklych dziatan arytmetycznych w zbiorze liczb calkowitych.
Istnieje jednak pewien aspekt, w ktérym wystepuje diametralna réznica. Otoéz,
réwnoé¢ ab = ac w Z pociaga za soba, przy zalozeniu a # 0, réwnos¢ b = c¢. Tak
jednak nie musi by¢ w Z,,. Na przyklad w Zg

3-1=3-5
i, pomimo tego, ze 3 # 0, mamy 1 # 5.

2.1. Elementy odwracalne w Z,,.

DEFINICIA 8. Element r € Z,, nazywamy odwracalnym jesli istnieje taki el-
ement © € Ly, ze rx = 1. W takim przypadku x nazywamy odwrotnodcig elementu
r, co zapisujemy jako v =r~1.

Poniewaz rz = xr W Z,,, wiec mamy réwniez xr = 117 =271,

TWIERDZENIE 12. Element r € Z,, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy r i
m sq wzglednie pierwsze w Z. W szczegdlnosci, jesli p jest liczbg pierwsza, to kazdy

element Z,,, oprécz 0, jest odwracalny.

ProOF. Przypusémy, ze r jest odwracalny, réwnanie rz = 1 posiada rozwiazanie
W Zp,. Stad, dostajemy rowno$c roz — 1 = km, spelniona w zbiorze Z, przy pewnym
k € Z, albo inaczej

re —km = 1.

Teraz widzimy, ze kazdy wspélny dzielnik liczb r i m musi takze dzielic rz — km,
co jest réwne 1, a wiec (r,m) = 1.

Na odwrét, przypusémy, ze (r,m) = 1. Wtedy, na mocy Algorytmu Euklidesa,
istniejg liczby catkowite x i y takie, ze re+my = 1. Stad dostajemy r@ = 1(modm),
co oznacza, ze rr = 1 W Z,,, co bylo wymagane. [
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Zbiér wszystkich elementéw odwracalnych w Z,, oznaczamy symbolem Z; .
7 powyzszego twierdzenia i z definicji funkcji Eulera ¢(n), wynika natychmiast
nastepujacy wazny wniosek.

WNIOSEK 2. Liczba elementéw zbioru 77, wynosi o(m). W szezegdlnosci,
Zy={1,2,...,p—1}
jesli p jest liczba pierwsza.

Na zakoniczenie przytoczymy klasyczne twierdzenie Teorii Liczb, ktére ma wazne
zastosowania w Kryptografii.

TWIERDZENIE 13. (Euler) Jezeli (a,m) =1, to
a®™) = 1(mod m).

PRrROOF. Poniewaz relacja przystawania jest zachowana przy potegowaniu, wiec

wystarczy rozwazy¢ przypadek 1 < a < m. Niech
Zy, ={r1,7r2, ..., Tk}
bedzie zbiorem wszystkich elementéw odwracalnych w Z,,. Oczywiscie mamy k =
©(m). Rozwazmy zbiér
aZy, = {ary,ary, ...;arg}.

Pokazemy, ze aZ}, = Z;,. Przede wszystkim zauwazmy, ze wéréd elementéw ar; nie
ma dwoch takich samych. Rzeczywiscie, gdyby ar; = ar;, to mieliby$my r; = r;, a
to ma miejsce tylko wtedy, gdy ¢ = 5. Ponadto, ar; € Z},, dla kazdego i = 1,2, ..., k.
W istocie, (ar;)~t =a~tr; ! jest elementem odwrotnym do ar; poniewaz

(ari)(aflri_l) = (aail)(riri_l) =1.

Zatem zbiér aZ}, zawiera sie w Z}, i ma tyle samo elementéw co Z
ze aZ}, = Z7,. Stad otrzymujemy

*

~.s CO oznacza,

(ari)(arg)...(ary) = Tire..T
ak'f'17'2...'f'k = Tro..Tk
at = 1,

co konczy dowdd. i

PRZYKLAD 5. Niech a = 3 i m = 2002. Woéwczas ¢(2002) = 720 i a¥(™) =
3720 = 33674673851 759 750 856 331 497 445 230 897 149 265 186 906 248 357 438 540 530 783
948648 484 137983 443 787634 713970636 211 751 301 005489461 020 887 861 597 290 789 116
538204801574 376217692 873 888 831 937 443 606 603 951 434 000 477 164 925923413 761 326
458 870 848 579927 470 308 375 706 978 838 323 310 798 626 387 523 347 898 424 565 433 142 447
829 264 408 202 854 501 997 556 294 840 092 580 924 401 270 407 824 655 801 038 401. Pomimo
sporego rozmiaru tej liczby mozemy byé pewni (dzieki Twierdzeniu Eulera), ze przy
dzieleniu przez 2002 zostawi ona reszte 1.

W przypadku gdy m = p jest liczba pierwsza dostajemy natychmist nastepujacy
whniosek.

WNIOSEK 3. (Fermat) Jezeli liczba pierwsza p nie dzieli a, to
a?~! = 1(mod p).
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2.2. Systemy numeracji o podstawie 10 i 2. Podstawa dziesietnego sys-

temu numeracji jest liczba 10. Oznacza to, ze ciag cyfr
Cp—1..-C1Cp,
gdzie cyfry ¢; € {0,1,...,9}, jest "kodem” liczby naturalnej
N=cp, 1-10" 1+ ... +¢ 10+ cp.

Analogicznie mozemy zapisywaé liczby naturalne stosujac inne niz 10 podstawy.
Na przyklad, w systemie dwdjkowym podstawa jest 2, a wiec zapisanie liczby N w
tym systemie polega na rozlozeniu N na sume poteg dwéjki. Na przykiad,

2002 = 1024 45124 256 + 128 + 64 4 16 + 2
1-2041.2241.2841.2741-25 +
0:2°4+1-2'40-2°+0-2°+1-2'+0-1,

a wiec 2002 w zapisie dwdjkowym ma posta¢ 11111010010.

Niech N = ¢, —1...c1¢o bedzie zapisem dziesietnym liczby N i rozwazmy sume
cyfr S = Z?;OI c; liczby N.

TWIERDZENIE 14. Niech N bedzie dowolng liczbg naturalng i niech S oznacza
sume cyfr (dziesietnych) liczby N. Wowczas

N = S(mod9).

W szczegdlnosci, liczba N jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
podzielna przez 9.

PROOF. Jest jasne, ze 10° = 1(mod 9) dla kazdego i = 1,2, .... Stad
¢i - 10" = ¢;(mod 9).
Dodajac te relacje stronami dostajemy teze. i

Na przyklad, liczba 2002 musi dawac reszte 4 z dzielenia przez 9, poniewaz suma
jej cyfr jest réwna 4. Podobnie mozna udowodni¢ mniej znang ceche podzielnosci
przez 11.

TWIERDZENIE 15. Niech T = Z?:_(Jl(fl)ici oznacza naprzemienng sume cyjfr
(dziesietnych) liczby naturalnej N. Wowczas

N =T(mod 11).
PROOF. Wystarczy zauwazy¢, ze 10° = (—1)%(mod 11). I
Na przyklad, liczba 2002 musi dzieli¢ sie przez 11 poniewaz T’ = 2—0+0—2 = 0.

2.3. Kryptosystem RSA. Opiszemy teraz w zarysie zasade dziatania na-
jbardziej rozpowszechninego obecnie sposobu szyfrowania informacji, opartego na
Twierdzeniu Eulera. Wynalezli go w 1978 roku Rivest, Shamir i Adleman.

Alicja chce aby listy adresowane do niej byly zaszyfrowane tak, aby zaden
ewentualny Intruz nie mégt ich tatwo odczytaé. W tym celu wybiera dwie raczej
duze liczby pierwsze p i ¢ (po okoto 100 cyfr kazda) i oblicza ich iloczyn N = pg.
Nastepnie znajduje wartos¢ funkcji Eulera ¢(N) = (p — 1)(¢ — 1) i wybiera dwie
liczby e i d tak, aby (e, o(N)) = (d,p(N)) = 1, oraz ed = 1(mod p(N)). Teraz
podaje do publicznej wiadomosci swéj klucz szyfrujacy: pare liczb (N, e). Liczby
©(N) i d pozostaja utajnione.
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Jezeli Bogdan chce zaszyfrowaé swodj list (mitosny) do Alicji, to postepuje
wedlug nastepujacego schematu. Najpierw zamienia tres¢ listu na liczbe M spelnia-
jaca warunek (M, N) = 1, (to zawsze mozna zrobi¢) a nastepnie oblicza M¢(mod N)
i wysyla otrzymany wynik. Alicja po odebraniu listu oblicza (M¢)?(mod N) uzysku-
jac w ten sposéb oryginalng wiadomosé. Dzieje sie tak dlatego, ze

Mot = MR = (AreN) RN = M(mod N),

na mocy Twierdzenia Eulera. Intruz, ktéry przechwycit list Bogdana do Alicji, widzi
liczbe M€, ale nie zna klucza do rozszyfrowania, ktérym jest liczba d. Mégltby ja
obliczy¢ tatwo (z Algorytmu Euklidesa) gdyby znal p(N). Klopot w tym, ze aby
obliczy¢ ¢(N) musi rozlozy¢ liczbe N na czynniki pierwsze, a to jest wlasnie zadanie
o ogromnej skali obliczeniowej, nawet dla najszybszych obecnie komputeréw.

PRZYKLAD 6. Niech N = 438345710960029 i e = 6436 343. Zaszyfrowana
wiadomo$é to pewna data zapisana w postaci liczby oSmiocyfrowej. Jej szyfrogram
ma postaé¢ M =79632318919898. Czy potrafisz zlamaé szyfr?

3. Liczby rzeczywiste

Zajmiemy sie teraz jednym z najwiekszych wynalazkéw my$li ludzkiej—{liczbami
rzeczywistyms i sprobujemy przekonac sie jak bardzo sg one rzeczywiste. Przyjmiemy
najprostsza geometryczna interpretacje zbioru liczb rzeczywistych R jako punktéw
na osi liczbowej: na prostej znajdujemy dwa rézne punkty i przypisujemy im liczby
01 1, nastepne liczby umiejscawiamy wedlug zasad geometrycznych. Na przykiad
1

5 znajdzie si¢ w srodku odcinka o koricach 011, a 2 w takim punkcie aby $rodkiem

odcinka 02 byt punkt 1.

3.1. Liczby wymierne. Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q. Stanowia
go wszystkie mozliwe utamki 7, gdzie a i b sg liczbami catkowitymi, przy czym b # 0.
Oczywiscie rézne utamki moga wyrazaé te sama liczbe wymierna, na przyklad
2 4 -10

36 —15
TWIERDZENIE 16. W kazdym odcinku na osi liczbowej znajduja sie liczby wymierne.

PrOOF. Niech x i y beda dowolnymi réznymi punktami na prostej i niech d
oznacza odleglo$¢ miedzy = i y. Wybierzmy liczbe naturalng n tak, aby % < 2d.
Woéweczas odktadajac odcinek o dlugosci % odpowiednig liczbe razy, powiedzmy m,
dostaniemy liczbe 2 znajdujaca si¢ miedzy = a y. 1

TWIERDZENIE 17. Liczby wymierne mozna ustawi¢ w ciqg.

PrOOF. Najpierw ustawimy w ciag liczby wymierne dodatnie. Mozna to zrobi¢
na przyklad wedlug wzrostu sumy licznika i mianownika:

112131234

17271737174’3°2° 177
W ten sposéb, kazdy utamek nieskracalny dodatni (czyli kazda liczba wymierna
dodtnia) ma swoje miejsce w tym ciggu. Ulamki ujemne ustawiamy tak samo i
przeplatamy z dodatnimi umieszczajac dodatkowo na poczatku liczbe O:

0 1 11 12 21 13 31 1
717 1’2’ 271’ 1737 3’1’ 1747 4""'
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W starozytno$ci dlugo uwazano, ze kazdemu punktowi na prostej odpowiada
jaka$ liczba wymierna. Tak jednak nie jest. Okazuje sie, ze gdyby ograniczy¢ sie
jedynie do punktéw wymiernych, to o$ liczbowa zostataby podziurawiona jak sito.

3.2. Liczby niewymierne. Wykazemy istnienie liczb niewymiernych dwoma
sposobami. Oto pierwszy z nich.

TWIERDZENIE 18. Wszystkich punktéow z ost liczbowej nie mozna ustawié w
ciag.

PRrROOF. Przypus$émy jednak, nie wprost, ze udalo nam sie jako§ ustawi¢ wszys-
tkie punkty z prostej w ciag Py, P»,... . Niech I oznacza jakikolwiek odcinek na
prostej. Wybierzmy odcinek I; zawarty w I tak aby punkt P; nie nalezal do I;.
Nastepnie wybierzmy odcinek Iy C I, tak aby P» ¢ I5. Postepujac tak dalej otrzy-
mamy ciag odcinkéw domknietych I; D I D ... takich, ze P; ¢ I;, dlai = 1,2, ....
Niech P bedzie punktem nalezacym do czeéci wspdlnej wszystkich odcinkéw I;.
Woéwczas P # P; dla kazdego i = 1,2, ..., co koniczy dowdd. i

TWIERDZENIE 19. Diugosé przekatnej kwadratu o boku 1 nie moze byé wyrazona
liczbg wymierna.

Proor. Niech x oznacza dlugo$¢ przekatnej kwadratu jednostkowego. Przy-
puétmy, ze jednak jest ona liczbe wymierna, powiedzmy x = ¢, dla pewnych liczb
naturalnych a i b. Z twierdzenia Pitagorasa dostajemy

2412 =22
czyli
a® = 20°.

To réwnanie jest jednak niemozliwe, z uwagi na jednoznaczno$¢ rozktadu na czyn-
niki pierwsze. W istocie, kwadrat kazdej liczby naturalnej zawiera w rozkladzie
parzystq liczbe dwéjek. Zatem liczba dwéjek w rozktadzie a? jest parzysta, zas w
rozkladzie 2b? nieparzysta. To jest sprzeczne z Podstawowym Twierdzeniem Aryt-
metyki. i

3.3. Liczby algebraiczne i liczby konstruowalne. Liczbe rzeczywista o
nazywamy algebraiczng jezeli jest ona pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspélczyn-
nikach wymiernych. Na przyklad, a = %@ jest liczba algebraiczna poniewaz
spelnia réwnanie 2 — x — 1 = 0. Stopniem liczby algebraicznej nazywam na-
jmniejszy stopien wielomianu (o wspdélezynnikach wymiernych), ktérego jest ona
pierwiastkiem.

TWIERDZENIE 20. Wszystkie liczby algebraiczne mozna ustawié w ciag.

PRrROOF. Latwo zauwazy¢, ze zbiér wszystkich skonczonych ciagéw liczb natu-
ralnych mozna ustawi¢ w ciag, np. wedlug wielkosci sumy wyrazéw ciagu:

1,11,2,111,12,21,3,1111,112,121, 13,211, 22,31, 4, ....

Stad, mozna ustawi¢ w ciag wszystkie wielomiany o wspélczynnikach wymiernych,
a poniewaz wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow, wiec takze ich
wszystkie pierwiastki. |
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7 tego twierdzenia wynika w szczegélnodci, ze istnieja liczby, ktére nie sg al-
gebraiczne. Nazywamy je liczbami przestepnymi. Chociaz wiemy, ze musi istnie¢
nieskonczenie wiele liczb przestepnych, to jednak w przypadku konkretnej liczby
stwierdzenie czy jest ona przestepna czy nie jest na ogét trudne. Ze liczba 7 jest
przestepna udowodnil dopiero Lindemann w roku 1882, a jego dowdd rozstrzygnat
ostatecznie kwestie stynnej kwadratury kota. Problem ten polegal na skonstruowa-
niu kwadratu o polu réwnym polu danego kota jednostkowego. Diugosé boku tego
kwadratu powinna wynosi¢ zatem /7. Jak si¢ okazalo znacznie pézniej zadanie to
jest niewykonalne.

Przypu$émy, ze dany jest odcinek o dtugosci 1, a chcemy skonstruowaé (cyrklem
i linijka) odcinek o danej dtugosci z. Czy dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x
taka konstrukcja istnieje? Liczby konstruowalne to dlugosci odcinkéw, ktére moga
by¢ skonstruowane geometrycznie. Zatem nasze pytanie brzmi: czy kazda liczba
rzeczywista x > 0 jest konstruowalna? Okazuje sie, ze odpowiedz jest negatywna.

TWIERDZENIE 21. Liczba rzeczywista x > 0 jest konstruowalna wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest liczbg algebraiczna, ktorej stopien jest potega dwdjki.

Poniewaz liczba /7 nie jest nawet algebraiczna wiec nie jest réwniez kon-
struowalna.

3.4. Ciagi rekurencyjne. Ciagi rekurencyje stanowia wyjatkowo wdzieczny
obiekt zaréwno badan teoretycznych jak i wszelkiego rodzju eksperymentéw kom-
puterowych. Czesto maja one $cisty zwiazek z liczbami algebraicznymi. Przedstaw-
imy teraz kilka slynnych ciagéw rekurencyjnych.

3.4.1. Ciag Fibonacciego. Ciag ten zaczyna sie od dwéch jedynek f1 = fo =1,
a nastepnie rozwija sie wedlug wzoru

Jn=fa—1+ fno2, n2>3.
Oto poczatkowe wyrazy tego ciagu:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,377,610, 987, ...
Ciag ten posiada wiele fascynujacych wlasnosci, z ktérych teraz przytoczymy jedna.

TWIERDZENIE 22. Niech o i B beda pierwiastkami réwnania 22 —x — 1 = 0.
Wowczas

PROOF. Zauwazmy, ze ciagi 1,a,a?,...i1, 3, B2, ... spelniaja zalezno$¢ rekuren-
cyjng ciggu Fibonacciego. Stad kazdy ciag postaci a,, = ¢ia™+c8" réwniez spehia
wzOr @y, = Gnp—1 + an—o dla dowolnych stalych ¢; i ¢o. To koniczy dowéd poniewaz
wzor z tezy twierdzenia jest prawdziwy dlan =1,2. i

Istnieje wiele nierozwiazanych dotad kwestii dotyczacych ciagu Fibonacciego.
Jedna z nich jest pytanie czy istnieje w nim nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

3.4.2. Kosmologiczny ciag Conwaya. Ciag Conwaya sklada sie z sekwencji zbu-
dowanych z symboli 1,2,3:
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1

11

21

1211

111221

312211
13112221
1113213211
31131211131221

Regula powstawania kolejnych sekwencji tego ciagu jest wyjatkowo przewrotna,
fatwiej ja odgadniemy czytajac na glos to co widzimy. Na przyklad, w pierwszej
sekwencji widzimy jedng jedynke, a wiec w nastepnej sekwencji zapisujemy ”jeden
jeden”; czyli 11. Nastepnie odczytujemy druga sekwencje, ktéra zawiera dwie je-
dynki, a zatem trzecia sekwencja to "dwa jeden”, czyli 21, itd. Mozna udowodnié, ze
dlugo$c n-tej sekwencji kosmologicznego ciagu Conwaya jest réwna w przyblizeniu
a™, gdzie stala o, réwna w przyblizeniu 1,3035772690..., jest liczba algebraiczna
stopnia 71. A oto wielomian minimalny tej liczby

2Tl 69 9y 68 _ 67 4 9,66 4 9 65 | 64 63 62 61 60

— 259 4+ 22%8 4 5257 4 32°6 — 225° — 102%* — 32°% — 22°% + 62°" + 62°°

42 + 928 — 3247 — 7246 — 844 — 84 4+ 1023 + 62*2 + 82 — 520

—12239 4 7238 — 7237 4 7230 4 235 — 323 + 1023 + 232 — 623! — 2230

—102% — 3228 + 2277 + 9226 — 3225 4 142°* — 82 — 72?1 4 9%

+3219 — 4218 — 10217 — 7216 + 12215 + 7o 4 2213 — 12012 — 4!t — 2210

+52° + 27 — 725 + 72® — 42t + 1223 — 62 + 3z — 6.

3.4.3. Hipoteza ”"3x + 1”. Niech n bedzie liczba naturalna. Przyjmijmy, ze

T(n) = %, jesli n jest parzyste i T'(n) = 3n + 1 gdy n jest nieparzyste. Rozwazmy
ciag iteracji

n,T(n), T(T(n)), T(T(T(n))), ....
Czy dla kazdej liczby naturalnej n zawsze, predzej czy pézniej, otrzymamy 17 Na
przyklad, dla n = 13 ciag iteracji jest nastepujacy:
13,40, 20, 10, 5,16, 8,4, 2, 1.
A dla n = 7 dostajemy liczby:
7,22,11,34,17,52,26,13, ..., 1.

Hipoteza "3z +1” to przypuszczenie, ze odpowiedZ na powyzsze pytanie jest pozyty-
wna. Jak dotad nikomu nie udalo sie ani potwierdzi¢ ani obali¢ tego przypuszczenia.

3.4.4. Ciag Kolakoskiego. Ciag ten zbudowany jest wylacznie z symboli 1 i 2,
a jego poczatek wyglada nastepujaco:

1221121221221121122121121221121121...

Regula generowania ciagu Kolakoskiego jest réwnie przewrotna jak w przypadku
ciagu Conwaya i uwidoczni sie gdy rozbijemy go na bloki ztozone z identycznych
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symboli:

[]22]1i] 21221 |22 a2 1n] 221 ]2 an]2]1]22]11]2]11]2]1]..
1 2 2 11 2 1 2 2 1 2 2 11 2 1 1 2 2 1 2 1 1

i napiszemy pod kazdym blokiem liczbe okreslajaca jego dlugosé. Otrzymany w ten
Sposéb ciag jest tym samym ciggiem!

Wiasnosci ciagu Kolakoskiego wciaz owiane sg tajemnica. Nie wiadomo na
przyklad, czy kazdy blok pojawiajacy sie w tym ciaggu ma w nim swoje ”dopelnie-
nie”, czyli identyczny blok tym, ze jedynki zamieniono na dwdjki a dwdjki na je-
dynki.

3.4.5. Ciag Hofstadtera. Ten ciag okreSlany jest takimi przymiotnikami jak
”dziki” czy 7 chaotyczny” (albo nawet ”dziko chaotyczny”. Rzeczywiscie, ani jedno
przypuszczenie co do tego ciagu nie zostalo dotad poparte matematycznym dowo-

dem! Definicja ciagu Hofstadtera jest nastepujaca: H(1) = H(2) = 1 oraz
Hn)=H(n—-Hn-1)+ Hn—H(n—-2)), n> 3.

W penym sensie powyzszy wzér przypomina regule ciagu Fibonacciego, tu réwniez
nastepny wyraz jest suma dwéch wcezesniejszych wyrazéw, z tym, ze ktére to beda
wyrazy, to zalezy od dwéch bezposrednio poprzednich wartosci H(n—1) i H(n—2).

3.5. Rozwiniecia dwéjkowe liczb rzeczywistych. Rozwazmy nastepujacg
procedure. Podzielmy odcinek [0,1] na dwa réwne odcinki, lewy L i prawy P.
Nastepnie podzielmy kazda z poléwek L i P znowu na polowy i oznaczmy je sym-
bolicznie jako LL, LP, PL i PP. 1 tak dalej. Otrzymujemy w ten sposéb stowa
zbudowane z dwéch liter L i P, a kazdemu stowu dlugoéci n odpowiada pewien
odcinek o dlugosci 2%

Niech z € [0, 1] bedzie liczba rzeczywista i niech Sy, Sa, ... bedzie ciagiem slow
takich, ze kazdy z odpowiednich przedzialéw zawiera liczbe z. Nie da sie ukryé¢, ze
zamieniajac L na 0 i P na 1 w stowie S,, dostaniemy rozwiniecie dwdjkowe liczby
x z dokladnoécia do n miejsc po przecinku. Na przyklad,

CO 0znacza, ze %@ = 0.1001....

Podobnie ma si¢ rzecz z rozwinieciami dziesietnymi, z tym, ze teraz dzielimy
odcinki na 10 identycznych czeéci. Wlasnie dlatego potrzebujemy az dziesieciu
cyfr do zapisywania takich rozwinie¢. Oto kilka przyktadéw rozwinie¢ dziesietnych
waznych stalych matematycznych:

%ﬁ = .618033 988749 894 848 204 586 834 365 638 117720 309 179 805 8

V2 = 1.414 213 562 373 095 048 801 688 724 209 698 078 569 671 875 376 9

m = 3.141 592653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197169399 3751

e = 2.718281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757247093 7

In2 =.693 147180559945 309417 232121 458 176 568 075 500 134 360 26.
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3.6. Ulamki lancuchowe. Jeszcze jeden sposdb zapisu liczb rzeczywistych
opiera sie na utamkach taricuchowych. Ulamkiem lancuchowym nazywamy wyraze-
nie postaci

1

a+—
as + L

az+or

gdzie liczby a; sa liczbami calkowitymi dodatnimi. Jezeli x jest dana liczba rzeczy-
wista, to jej utamek lancuchowy znajdujemy ze wzoru a, = |z,], gdzie 1 = z
oraz
L >1
Tpy1 = ——, n > 1.
m Tp — |Tn)
Na przyktad,
23 1
—=1+—
13 14 T
Jest jasne, ze ulamek tancuchowy liczby x jest skonczony wtedy i tylko wtedy,
gdy z jest liczba wymierna. Oto przyklad rozwiniecia liczby niewymiernej:

—1+v5 1

R ———

Mozna udowodni¢, ze jezeli z jest pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego, to rozwinie-
cie  na utamek tancuchowy jest okresowe.

4. Liczby zespolone

Rozwazmy réwnanie 2 + 1 = 0. Oczywiscie nie ma ono rozwiazan w liczbach
rzeczywistych. Wyobrazmy sobie jednak, ze, byé moze na innej planecie, jaka$
inna inteligencja stworzyla system matematyczny, w ktérym takie réwnanie ma
rozwiazanie. Mogliby$émy owa liczbe oznaczy¢ w naszym $wiecie przez /—1, ale
czy to nie jest jaki$ nonsens?

4.1. Arytmetyka liczb zespolonych. Dla wygody oznaczmy 6w dziwny
v/—1 litera i (od angielskiego “imaginary”). Tak wiec i to po prostu liczba jakiej
dotad nie bylo, liczba, ktérej kwadrat wynosi —1:

i? = —1.

Okazuje sie, ze dolaczajac ten obcy element do zbioru liczb rzeczywistych otrzy-
mamy nowy, ale réwnie sensowny system arytmetyczny liczb zespolonych. Nazwa ta
bierze sie stad, ze kazda liczba zespolona moze by¢ zapisana w postaci algebraicznej

T4yl

gdzie x i y sa liczbami rzeczywistymi, a wiec powstaje przez ”zespolenie” dwéch
liczb rzeczywistych.

Na liczbach zespolonych mozemy wykonywaé w sposéb naturaly wszelkiego
rodzju znane dotad operacje arytmetyczne; mnozenie, dodawanie, dzielenie (byle
nie przez 0), itp. Na przyklad,

(1+2i)(=3414) = —3+i—6i+ 27>
= —3-5i—2
= —5—bi.
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Zatem, wszystko przebiega zwyczjnie oprécz tego, ze i2 = —1.

7 pewnoécia zasadne jest pytanie po co wprowadzaé takie dziwolagi jak /—1.
Jednym z powodéw jest z pewnoScig nastepujace Zasadnicze Twierdzenie Algebry
udowodnione przez Gaussa (Ziemianina, ...chyba...).

TWIERDZENIE 23. (Gauss) Kazde rdwnanie algebraiczne dowolnego stopnia n
ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.

Na przyklad, ujemna A nie stanowi juz zadnej przeszkody w rozwiazaniu réw-
nania kwadratowego, ot cho¢by takiego jak z? + 2 + 1 = 0.

Oprécz tego liczby zespolone okazaly sie niezwykle przydatne w wielu innych
dzialach matematyki i jej zastosowan. Zbiér liczb zespolonych bedziemy oznaczaé
przez C.

2. Geometria liczb zespolonych. Poniewaz liczby zespolone to pary liczb
rzeczywistych wiec naturalnym jest przypisanie im punktéw plaszczyzny wedlug
zasady

x4 yi — (x,y).
Okaze sie, ze ten model zbioru C jest pod wieloma wzgledami bardzo pozyteczny.

Niech K = a+ bi bedzie ustalong liczba zespolona. Zobaczmy co dzieje sie gdy
dodajemy liczbe K do innych liczb zespolonych L = x + yi. Latwo zauwazy¢, ze
otrzymujemy geometryczny efekt przesuniecia o wektor (a, b).

Nieco trudniej przedstawia sie sprawa mnozenia. Aby dokladnie wyjasnié co
dzieje sie z punktami K i L podczas mnozenia liczb zespolonych bedziemy musieli
uzy¢ trygonometrii.

Oznaczmy przez r odlegto§¢ punktu K od érodka uktadu wspétrzednych, a «
niech oznacza kat miedzy odcinkiem KO a dodatnig czeécig osi X. Wéwezas, z
definicji funkcji trygonometrycznych dostajemy

K =r(cosa+isina).

Ten zapis liczby K nazywamy trygonometrycznym. Liczbe L mozemy przedstawic
podobnie jako

L = s(cos 8 +isin f),
gdzie znaczenie liter s i 3 jest analogiczne. Wykonajmy mnozenie K - L:
K-L = r(cosa+isina)-s(cosf+ isinf)
= rs((cosacosf —sinasinf) + i(sinacos B + cosasin f)) .

To ostatnie wyrazenie moze by¢ uproszczone, co daje nam elegancki i przydatny
wzor

(4.1) K - L =rs(cos(a+ ) +isin(a+ B)).

Widzimy wiec jak bardzo naturalne i zarazem podobne do mnozenia liczb rzeczy-

wistych jest mnozenie liczb zespolonych (trzeba mie¢ rysunek).
Ze wzoru (4.1) wynika natychmiast wzér na potegowanie liczb zespolonych.

(4.2) K™ = r"*(cosna + i sin na).

Mozemy w ten sposéb oblicza¢ potegi o wielkich wykladnikach przy niewielkim
naktadzie sit. Na przyklad obliczmy (1 + \/5@')100, Mamy tur =21« = %. Wobec
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tego
(14 /30)190 = 2190 (05100 - % 4 isin100- %).

Ale 100 - £ = 7 = 487 + 27, wiec

2 2
(1++30)100 = 2190(cog 37 + isin §7r)
= —2% 4 2%V3i,

4.3. Pierwiastki z jedynki i wielokaty foremne. Pierwiastkowanie w zbiorze
C nie rézni sie wiele od zwyklego pierwiastkowania i jest operacja odwrotna do
potegowania. Aby obliczy¢ pierwiastki stopnia n z danej liczby zespolonej K
rozwiazujemy po prostu réwnanie X™ = K. Niech K = r(cosa + isina), a
X = s(cos B+ isin ). Wéwezas, na mocy wzoru (4.2) otrzymujemy zwiazki

n

s = T,
o+ 2km
g = —,

n
przy czym ostatni wzor daje rézne wrtosci S dla k = 0,1,...,n—1. Zatem wszystkie
rozwigzania réwnania X = K wyrazaja sie wzorami

2k 2k
Xk‘ — %(COS u + Zsin u)’

dlak =0,1,...n—1. Warto odnotowa¢, ze punkty X}, sa rozmieszczone réwnomiernie
na okregu o $rodku w punkcie O i promieniu /7.
W szczegélnym przypadku, gdy K = 1, dostajemy n pierwiaskow z jedynki
2km . 2kw
FE), = cos — 4+ isin —.
n n
Pierwiastki z jedynki tworzg ciekaws strukture. Latwo zauwazy¢, ze By, = G*, gdzie
G = Ey, oraz E), - E) = Ej41, gdzie dodawanie k + [ wykonywane jest modulo 7.
Przedstawimy teraz jedno z najbardziej spektakularnych twierdzen w historii
matematyki, w ktérym wlasnosSci pierwiastkéw z jedynki odgrywaja kluczowsa role.
Chodzi tu o stynne twierdzenie Gaussa rozstrzygajace problem konstruowalnosci
wielokatéw foremmnych.
Liczbe zespolong K = x +yi nazywamy konstruowalng jezeli liczby rzeczywiste
x iy sa konstruowalne. Liczby catkowite postaci

Fp=22"11,k>0,
nazywamy liczbami Fermata. Pierwszych pie¢ liczb Fermata to
3,5,17,257,65537.

Wiszystkie sa liczbami pierwszymi. Do dzi$§ nie wiadomo, czy istnieje chocby jeszcze
jedna liczba pierwsza Fermata.

TWIERDZENIE 24. (Gauss) Wielokgt foremny jest konstruowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba jego wierzchotkéw N ma postaé

N =2"pips...ps,

gdzie r;s > 0, a p1,p2,...,Ps $a réznymi liczbami pierwszymi Fermata.
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Proor. Niech
G 2r .. 27w
N = cosﬁ +zsmﬁ.
Mozna pokaza¢, ze Gy jest liczba algebraiczna stopnia ¢(N). Wystarczy wiec
zobaczyt, ze p(N) jest potega dwojki wtedy i tylko wtedy, gdy N ma postaé opisang
w tezie twierdzenia. Niech N = 27¢]"...q%* bedzie rozkladem liczby N na czynniki
pierwsze, w ktérym r > 0,7; > 1, aliczby ¢; sa nieparzyste i parami rézne. Wéwczas

o(N) = @) [ @ (@ — D).
i=1

Stad r; = 11 ¢; muszag by¢ potegami dwdéjki. To konczy dowdd. I

Z tego tiwerdzenia wynika w szczegdlnosSci, ze nie istnieje konstrukcja geome-
tryczna 9-kata foremnego, natomiest mozna skonstruowaé 17-kat foremny.



