Matematyka Dyskretna

Jarostaw Grytczuk

1 O trudnej sztuce liczenia

1.1 Zasada Mnozenia

Jolanta K. (imie i inicjat fikcyjne) wybiera sie na koncert charytaty-
wny. Jak zwykle w takich wypadkach staje przed kolosalnym problemem
wyboru kreacji oraz zestawu dodatkéw: kapelusza, torebki i butéw. Po
krotkiej dyskusji z mezem, ktéry zawsze doradza jej w tych sprawach,
okazalo sie, ze w gre wchodzg 3 kapelusze, 6 torebek i 4 pary butéw.

lle jest wszystkich mozliwych sposobow zestawienia tych dodatkéw?

Po chwili namystu Jolanta K. zdobywa absolutng pewnos¢, wszys-
tkich mozliwoéci jest 72. W istocie, do kazdego z 3 kapeluszy mozna
dobra¢ jedna z 6 torebek, co daje 3 -6 = 18 par (kapelusz, torebka).
Teraz, do kazdego z tych 18 ukladéw moze jeszcze dobra¢ jedna z 4 par
butéw, co daje 18 - 4 = 72 zestawy (kapelusz, torebka, buty). Liczba
wszystkich mozliwosci jest wiec réwna iloczynowi 3 - 6 - 4. Ile spoéréd
nich zaspokoi wyrafinowany gust Jolanty—to juz zupehie inna historia.

Powyzszy przyklad jest ilustracja ogélnej zasady, ktora formutujemy
nastepujaco.

Twierdzenie 1 (Zsada Mnozenia) Niech Aj, As, ..., A, beda zbiorami
skoniczonymi. Wowczas liczba ciggow (ay, as, ..., ay), gdzie a; € A;, i =
1,2,...,n, wynosi |Ay| - |As| - ... - |An].

Powyzsza zasada pozwala na ”przeliczanie” wielu fundamentalnych
struktur pojawiajacych sie w kombinatoryce. Oto kilka najprostszych
sytuacji, w ktérych jej zastosowanie daje natychmiastowy efekt.

Ciggiem binarnym nazywamy ciag ztozony z zer i jedynek (ogdlniej,
z elementéw dwojakiego rodzaju). Ile jest ciagéw binarnych dtugosci k7



Whiosek 2 Mamy 2% ciagow binarnych diugosci k. Ogdlniej, istnieje

n* ciggow dlugosci k na zbiorze n symboli.

Dowéd. Wystarczy zastosowaé Zasade Mnozenia przyjmujac A; =
Ay=...=A4,={0,1,...n—1}. m

Jedna z torebek Jolanty posiada zamek szyfrowy. Szyfr jest ciagiem
czterech cyfr ze zbioru {1, 2, ...,9}. Niestety Jola pamieta tylko, ze zadna
cyfra nie byta w nim powtérzona. Ile mozliwoéci w najgorszym razie
bedzie musiala sprawdzi¢ aby otworzy¢ torebke?

Pierwsza cyfra szyfru moze by¢ kazda z 9 mozliwych. Za drugim
razem mamy juz do wyboru tylko 8 cyfr, poniewaz nie mozemy powtérzyc
tej, ktora stoi na pierwszym miejscu. Za trzecim razem wybieramy juz
tylko jedna z 7, a za czwartym jedna z 6 pozostalych cyfr, co daje taczna
liczbe 9 -8 - 7 - 6 = 3024 wszystkich mozliwych kombinacji.

Whniosek 3 Liczba ciagow diugosci k na n symbolach, w ktorych Zaden
z mich nie zostat powtérzony wynosin-(n—1)-...- (n — (k —1)).

Sci$le rzecz biorac, zastosowaliSémy tu nieco ogdlniejsze prawo, ktére
mozna sformutowaé¢ nastepujaco.

Twierdzenie 4 (Ogélna Zasada Mnozenia) Jezeli pewna procedura mo-
ze byé rozbita na k kolejnych krokow, z r1 wynikami w pierwszym kroku,
ro wyntkami w drugim kroku,..., rr wynikami w k-tym kroku, to w calej
procedurze mamy Ty - T3 - ... - Ty tgeznych wynikéw (rozumianych jako
uporzgdkowane ciagi wynikéw czastkowych).

Ciag dilugosci k = n utworzony z n niepowtarzajacych sie symboli
nazywamy permutacjq.

Whiosek 5 Istniejen- (n—1)-...- 1 =n! permutacji n symboli.

Na przykiad, jesli n = 3, to mamy 3 -2 -1 = 6 permutacji zbioru
{1,2,3}:
123,132,213, 231, 312, 321.

Cwiczenie 6 (1) Ile jest liczb 5-cyfrowych? (2) Ile jest parzystych liczb
5-cyfrowych? (3) lle liczb 5-cyfrowych zawiera doktadnie jedna trojke?
(4) Ile jest palindromicznych liczb 5-cyfrowych?



1.2 Zasada Bijekcji

Sala teatru, w ktérej odbywaja sie koncerty liczy 500 miejsc. Obser-
wujac ze swej lozy powoli zapehiajaca sie sale Jolanta K. zastanawia
sie ilu melomanéw wystucha dzisiejszego koncertu. Tuz przed rozpocze-
ciem wpada na sale trzech zdyszanych postéw radykalnego ugrupowania
Selfdefence, ktérzy zajmuja trzy ostatnie miejsca, sala jest wypemiona
po brzegi. W tym momencie Jolanta u$wiadamia sobie potege abstrak-
cyjnego rozumowania—oto na sali znajduje sie w tej chwili dokladnie
500!

Bijekcjg nazywamy funkcje réznowartosciowa f : A — B, dla ktérej
f(A) = B.

W powyzszym przykladzie mamy A—zbiér melomanéw na koncercie,
B—=zbiér miejsc w auli, a f(z) oznacza miejsce zajete przez malomana
x. Funkcja f oczywiscie jest bijekcja poniewaz dwie osoby nie siedza na
jednym miejscu i zadne miejsce w sali nie pozostalo puste.

Twierdzenie 7 (Zasada Bijekcji) Niech A i B bedg zbiorami skoric-
zonymi. Jesli istnieje bijekcja f : A — B, to |A| = |B

Sama zasada jest tak oczywista, ze moze sie wyda¢ trywialna. Sztu-
ka w postugiwaniu sie nia w konkretnych sytuacjach polega na tym,
aby dostrzec bijekcje pomiedzy interesujacym nas zbiorem, a zbiorem,
ktorego liczbe elementéw juz znamy. Nie zawsze jest to tatwe.

Twierdzenie 8 Zbior n-elementowy ma 2" podzbioréw.

Dowéd. Niech X = {x1,xs,...,2,} bedzie dowolnym zbiorem k-
elementowym i niech P(X) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw X.
Wskazemy bijekcje miedzy rodzing P(X) a zbiorem B,, ciagéw binarnych
dtugosci n. Dla kazdego S C X niech f(.S) = bybs...b, gdzie b; = 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy x; € S. Na przyklad, jesli X = {1,2,3,4} 15 = {2,4},
to f(S) = 0101. Ponadto f(0) = 0000 i f(X) = 1111. Jest jasne, ze f
jest bijekcja. Zatem

[P(X)] = [Bn| = 2"

|

Co roku w czasie obchodéw Swieta P. maz Jolanty K., Aleksander
(imie fikcyjne) dokonuje wyboru 3-osobowej delegacji sposréd licznego
grona swoich 34 sekretarzy (obojga plci).

lle jest réznych mozliwo$ci utworzenia takiej delegacji?

Mozemy rozumowaé¢ nastepujaco: najpierw wybieramy jedna osobe
z 34, potem kolejng z 33 i ostatnia z 32. To daje 34 - 33 - 32 mozliwosci.
Zauwazmy jednak, ze w ten sposéb jedna i ta sama delegacja zostata



policzona 6 razy! W istocie, kazda tréjka oséb mogla wystapi¢ w szeSciu
réznych kolejnosciach (permutacjach). Kolejnosé losowania delegatéw
nie odgrywa tu jednak zadnej roli, zatem, prawdziwa liczba réznych
delegacji to
343332
6
Liczbe k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego oznacza-
my symbolem (Z) Symbol ten nosi nazwe wspdtczynnika dwumianowego
lub symbolu Newtona.

= 5984.

Twierdzenie 9 Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elemento-
wWeqgo WyYraza Sie wW2orem

(o) -

Dowéd. Niech X oznacza zbiér ciagéw bez powtoérzen diugosci k£ na
n symbolach N = {1,2,....,n}. Kazdemu podzbiorowi k-elementowemu
S C N odpowiada zbiér f(S) C X skladajacy sie z k! permutacji zbioru
S. Oczywiscie podzbiory f(S) tworza podziat zbioru X na rozlaczne
réownoliczne czeéei, a funkcja f ustala bijekcje miedzy podzbiorami S a
czeSciami tego pdziatu. Stad

(-5

Problem 10 (Ulice Manhattanu) Manhattan, dzielnica Nowego Yorku,
stynie z ulic wytyczonych pod katem prostym. WyobraZmy sobie krate u-
tworzong z 4 ulic biegngcych poziomo (wschdd-zachdd) i 7 alei biegngcych
pionowo (pdtnoc-potudnie).

co koniczy dowod. m

Znajdujemy sie w lewym dolnym rogu A i chcemy przejsé najkrotsza
droga do prawego gérnego rogu B. Na ile sposobéw mozemy to zrobic¢?



Kazda najkrétsza droga z A do B sklada sie z 9 odcinkéw, w tym 6
w prawo i 3 w gére. Wyobrazmy sobie, ze idac taka droga ”kodujemy”
ja zapisujac 0 po kazdym odcinku w prawo i 1 po kazdy odcinku w gére.
Na przykiad, droga na powyzszym rysunku otrzyma kod

001010001

Operacja kodowania drég ustala bijekcje miedzy drogami a ciagami bina-
rnymi dtugosci 9 z dokladnie 3 jedynkami i 6 zerami. Z kolei tych ostat-
nich jest tyle ile jest 3-elementowych podzbioréw zbioru 9-elementowego.
Wszystkich najkrétszych drég jest wiec

9\ 9-8-7
<3>_3-2-1_84'

Tak samo przebiega dowdd ogdlnego twierdzenia.

Twierdzenie 11 Liczba najkrétszych drog z A do B w prostokatnej kra-

cie o wymiarach k na | wynosi (kzl).

Dowéd. Kazda najkrétsza droga z A do B sklada sie z n = k + 1
odcinkéw: k w gére i | w prawo. Wybierajac droge wybieramy tym
samym k-elementowy podzbiér w zbiorze n-elementowym. Ze procedura
ta ustala bijekcje miedzy drogami a podzbiorami jest oczywiste. m

Problem 12 Przypusémy, ze mamy pomalowaé sze$é identycznych kul
czterema kolorami. Na ile sposobéw mozemy to zrobié?

Wyobrazmy sobie, ze mamy 4 puszki z farbami réznych koloréw pon-
umerowane cyframi 1,2, 3,4 i ze malujemy kule po prostu wrzucajac je
do tych puszek. Niech ¢; oznacza liczbe kul wrzuconych do puszki z
numerem ¢. Liczba sposob6éw pomalowania szeiciu kul jest wiec réwna
liczbie rozwiazan réwnania

1+t +t3+t4=06

w liczbach catkowitych nieujemnych. Ta za$ jest réwna liczbie drég w
kracie 3 na 6. RzeczywiScie, wystarczy utozsami¢ 4 poziome ulice z 4
puszkami, a 6 kul z odcinkami w prawo. Ta operacja ustala odpowied-
nig bijekcje, zatem, mamy (g) sposoby pomalowania kul. Podobnie jak
poprzednio, nietrudno ugdélni¢ te obserwacje na dowolng liczbe kul i
koloréw.

Twierdzenie 13 Liczba sposobow pomalowania n jednakowych kul k

kolorami jest réwna (”;’f;l)



Dowéd. Rozwazmy krate o wymiarach (k — 1) na n. Oznaczmy
poziome ulice od dotu ¢y, s, ..., t,. Kazda najkrétsza droga D z punktu
A do punktu B okre§la sposéb kolorowania kul: malujemy kolorem j tyle
kul ile jest odcinkéw w prawo ulica x; na drodze D. Ta regula okredla
bijekcje miedzy drogami a kolorowaniami, co koniczy dowéd. m

Problem 14 Na brzegu kota znajduje sie n punktow potaczonych wszys-
tkimi mozliwymi odcinkami. Punkty sq tak rozmieszczone, ze zZadne trzy
odcinki nie przecinaja sie w jednym punkcie wewnatrz kota. Na ile czesci
rozpadnie sie koto rozcinane wzdluz tych odcinkéw?

2 Wspdlczynniki dwumianowe

2.1 Wiasnoéci wspélczynnikéw (Z)

Twierdzenie 15 Dla dowolnych liczb catkowitych 0 < k < n zachodzi

0-(")

Dowéd. Wzér wynika natychmiast z Twierdzenia 11 i z tego, ze
liczba drég w kracie k x n — k jest taka sama jak w kracien —k x k. =

Twierdzenie 16 Niech k in beda dowolnymi liczbami catkowityms, przy
czym 1 < k < n. Wowczas

n\ (n-—1 n—1
(0-(2)- ()

Dowdéd. Rozwazmy krate wymiaru £ x n — k. Niech X i Y beda
dwoma najblizszymi punktami od prawego gérnego rogu B. Jest jasne,
ze kazda najkrétsza droga z A do B wiedzie przez dokladnie jeden z
tych punktéw. Zatem laczna liczba drég, ktéra, na mocy Twierdzenia
11, wynosi (Z), jest suma liczby drég przechodzacych przez X i liczby
drég przechodzacych przez Y, ktére wynosza odpowiednio (";1) i (Zj)
|

Powyzsza wlasno$¢ pozwala na ustawienie wspolczynnikéw dwumi-
anowych w charakterystyczny Trdjkat Pascala:

1

11

121

133 1
146 4 1
151010 5 1
1615201551



Twierdzenie 17 Dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy oraz dowolnej
liczby naturalnej n zachodzi wzor

(x+y)" = kz; (Z) ahynk,

Dowdéd. Po wymnozeniu nawiaséw w wyrazeniu

(z+y)" =(x+y)(z +vy)...(:1: +y)

"

n czynnikéw

otrzymamy sume skladnikéw postaci z¥y" %, przy czym kazdy taki sktad-
nik bedzie wystepowal tyle razy na ile réznych sposobéw mozemy wybraé
k sposréd n nawiaséw, czyli (Z) . u

Whniosek 18 Suma wszystkich liczb w n-tym wierszu Trdjkata Pascala

wynosi 2™:
n n n P n\ _on
0 1 - n '

Dowéd. W istocie, wystarczy podstawi¢ x = y = 1 w Twierdze-
niu 17. OczywiScie fakt ten wynika réwniez bezpos$rednio z definicji
wsp6lczynnikéw dwumianowych i Twierdzenia 8. m

Whniosek 19 Naprzemienna suma wszystkich liczb n-tego wiersza Trdj-
kata Pascala wynosi 0:

(&)= () rr) e

Dowéd. Tym razem wystarczy potozy¢ w Twierdzeniu 17 x = 1 i
y=-—1. m

Problem 20 W kolejce do kina stoi n o0sob, ktore sq wpuszczane do
kina grupami (kolejnosé oséb w kolejce nie zmienia sie). Na ile sposobow
mozna utworzyé k niepustych grup przy wpuszczaniu 0séb do kina?

Podzialu kolejki mozna dokona¢ wybierajac k—1 spoSréd n—1 miejsc,
w ktérych moznaby wstawi¢ przegrody odzielajace kolejne grupy oséb:

123 14516789 L... 1L r..n
1 2 3..k—-1

Stad, liczba wszystkich mozliwoSci wynosi (Zj)

7



Problem 21 [le rozwiazan ma réwnanie
L1+ To+ ...+ Tp =N
w dodatnich liczbach catkowitych?

Odpowied? jest taka sama jak w przypadku problemu podziatu kole-
jki. W istocie, przyjmujac za x; liczebnos¢ i-tej grupy otrzymamy bi-
jekcje miedzy podziatami kolejki a rozwiazaniami réwnania.

Problem 22 W poczekalni do lekarza, w rzedzie ztoZonym z n krzeset,
siedzi k pacjentow, przy czym zZadnych dwdch nie znajduje sie obok siebie.
Ile jest réznych sposobow takiego usadzenia pacjentow?

Siedzacy pacjenci rozdzielaja wolne krzesta, ktérych jest n—k, na k+1
grup, przy czym pierwsza i ostatnia grupa moga by¢ puste. Sposobdéw
usadowienia pacjentow jest wiec tyle ile wyboréw k sposréd n—k —1+2

miejsc, czyli (”_Ile) :

11231451 L ro(n—k—1)L
1 2 3 k-1 k

Problem 23 Pokazaé, ze

()« () ) - ()

O prawdziwoéci tego wzoru przekonamy sie trzema réznymi sposobami.
Sposcb I: Zastosujemy Twierdzenie 17. Poréwnujac wspoélczyniki
przy z" po obu stronach réwnania (14z)** = (14+x)"(1+z)", dostajemy

C)=6) G () () e () )
_ (Q)Z (7;)2+...+ (Z)

Sposéb II: 7, grupy skltadajacej sie z n mezczyzn i n kobiet wybier-
amy n osobowa delegacje. Z jednej strony liczba wyboréw to oczy-
wiscie (2,:) 7, drugiej strony mozemy wybiera¢ najpierw k kobiet a
potem n — k mezczyzn. Wéwcezas, na mocy zasady mnozenia liczba ta-
kich grup wyniesie (Z) . (nﬁk) = (’;)2 Poniewaz k moze przyjmowaé
dowolna spoéréd wartosci od 0 do n wiec taczna liczba sposobéw wynosi

Sy ()



Sposdb I11: Zliczymy na dwa sposoby najkrétsze drogi w kracie n x n.
Bezposrednie zastosowanie Twierdzenia 11 daje w wyniku liczbe (2:) Z
drugiej strony, rozwazmy n + 1 punktéw na przekatnej Péinoc-Wschod.
Kazda z drég przechodzi przez doktadnie jeden z tych punktéw, a ich
liczba wynosi ponownie (2)2 w przypadku punktu znajdujacego sie na
wysokosci k.

Problem 24 W kolejce po lody w cenie 1 2t stoi n+k osob. Na poczgtku
sprzedawca nie ma pieniedzy. Ponadto, doktadnie n 0s6b ma tylko mon-
ete 1 21, a pozostatych k tylko monete 2 21. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze w kazdym momencie sprzedawca bedzie miatl odpowiednia iloSé drob-
nych pieniedzy, aby obstuzyé kolejnego klienta?

2.2 Wspdlczynniki wielomianowe

Ile r6znych anagraméw mozna ulozy¢ z liter stowa MATEMATYKA?
Stowo to sktada sie z 10 liter, przy czym A wystepuje 3 razy, M i T po
2 razy, a E, K, Y raz. Szukana liczba jest wiec iloczynem

10 7 5 3 2 1y 10!

3 2) \2 1 1 1) 3l-2t-20- 1011l
Definicja 25 Liczbe W'kr” gdzie ky + ko + ...+ k. = n, k; > 0,
nazywamy wspolczynnikiem wielomianowym i oznaczamy symbolem

n
kbk?a e kr .

Zauwazmy, ze zwykly wspolczynnik dwumianowy jest szczegélnym
przypadkiem wspélczynnika wielomianowego przy r» = 2. Zauwazmy
ponadto, ze wspdélczynnik wielomianowy ( okresla liczbe podzi-

k)
k1,k2,....kr
aléw zbioru n-elementowego na r rozlacznych czesci A; takich, ze |A;| =

k;.

Twierdzenie 26 Dla dowolnych liczb rzeczywistych xy, o, ..., X, © dowol-
nej liczby naturalnej n zachodzi wzor

n
(x1+xo+ oo +2,.)" = Z <k1 by )xlflm’;?..xf’.

k17-~-7/€r20
ki+...+kr=n

Dowéd. Argument przebiega analogicznie jak w przypadku Twier-

dzenia 17. Przy ustalonym ciagu (ky, ..., k,) takim, ze ky + ... + k, = n i

k; > 0, liczba sktadnikéw postaci x]fl xgz...xf’” po otworzeniu nawiaséw z



lewej strony bedzie réwna liczbie podzialéw zbioru tych nawiaséw na r
czeSci rozmiaru k; odpowiadajace zmiennym z;. ®

Podobnie jak Twierdzenie 17, powyzsze Twierdzenie prowadzi do sz-
eregu wnioskéw przedstawiajacych kombinatoryczne wiasnoéci wspélczyn-
nikéw wielomianowych. Ich sformulowanie pozostawiamy jako dodatkowe
¢wiczenie.

3 Indukcja

Jednym z najwazniejszych narzedzi w Matematyce Dyskretnej jest me-
toda indukcji. Przedstawimy jej dzialanie na przykladzie nastepujacego
problemu dotyczacego sumy kolejnych liczb nieparzystych.

Problem 27 Ile jest réwna suma n poczatkowych liczb nieparzystych?

Po wykonaniu obliczen dla kilku poczatkowych wartosci k odpowiedz
narzuci sie sama:

1=1
1+3=4
1+3+5=9

1+34+54+7=16
1+3+5+7+9=25

Ogdlnie,
14+3+5+..+(2n—1)=n

Aby uzasadni¢ prawdziwo$¢ tego wzoru dla wszystkich liczb natural-
nych n zastosujemy nastepujaca argumentacje. Po pierwsze widzimy, ze
wzér jest prawdziwy dla n = 1,2,3,4,5. Po drugie, pokazemy, ze fakt
prawdziwosci tego wzoru dla pewnej liczby naturalnej k& pociaga za sobg
jego prawdziwo$¢ dla nastepnej liczby naturalnej k£ + 1. W istocie jezeli
zachodzi réwnosé

14+3+5+...+ (2k—1) =k
to mamy réwniez
14345+ +Ck—1D)+2k+1) =k +2k+1=(k+1)>%

Zatem, stosujac udowodniong wiasnie implikacje "k = k£ + 1”7 wniosku-
jemy o prawdziwosci wzoru dla wszystkich liczb naturalnych n.

Powyzsze rozumowanie opiera sie na aksjomacie zwanym Zasadg In-
dukcyi Matematycznej, ktérego ogélne sformutowanie jest nastepujace.
Jezeli o pewnym zbiorze S wiemy, ze (1) ng € S oraz (2) k € S pocigga
za soba k+ 1 € S, to wéwczas kazda liczba naturalna n > ng jest
elementem zbioru S.

10



Zasada ta odpowiada nastepujacej elementarnej intuicji: skoro ngy €
S, to na mocy warunku (2) réwniez ng+ 1 € S, skoro za§ ng+1 € S, to
réwniez na mocy warunku (2) no + 2 € S. Podobnie stad wnosimy, ze
n0+3€ S, n0+4€ S, itd.

W powyzszym przyktadzie S jest zbiorem tych liczb naturalnych n,
dla ktérych suma n poczatkowych liczb nieparzystych wynosi n?.

Oto kolejny przyktad uzycia metody indukcji. Pokazemy, ze dlan > 0
F-Fi-..-F,=F, 1—2

gdzie Fj, = 22" 41 jest k-ta liczba Fermata. Sprawdzmy, ze wzér jest
prawdziwy dla kilku poczatkowych n:

Fhb=3=5-2=F -2
Fo-F1=3-5=15=17T—2=F,—2
Fo-Fy-F,=3-5-17T=255=257T—2=F3 — 2.

Teraz pokazemy, ze jego prawdziwoS¢ dla pewnego k pociaga za soba
prawdziwo$¢ dla kolejnej liczby k£ + 1. W istocie, jezeli zachodzi

Fo-Fy-...- F, = Fyy1— 2,
to wowczas mamy

Fo-Fi-o. By Fopr = (Fip1 —2) - Frpn = Fiy — 2F =

(227 41)2 2.2 —2 =02 4 0.2 L1 2.9 _o=

2k:+2

22" 41 -2=F,—2.

To dowodzi prawdziwosci wzoru dla kazdej liczby naturalnej n > 0, na
mocy Zasady Indukcji.

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych wykorzystanie indukcji nie sprowadza
sie jedynie do rutynowych czynnosci, lecz wymaga dodatkowej inwencji
i pomystowosci. Oto dwa takie przyktady.

Problem 28 (Wzér Eulera) Dla dowolnego wieloScianu sferycznego o
V' wierzchotkach E krawedziach © F' $cianach zachodzi wzor

V—-E+F=2.

Uzasadnimy prawdziwo$¢ wzoru stosujac indukcje ze wzgledu na
liczbe wierzchotkéw V. Dla najmniejszego mozliwego wieloScianu mamy
V=4 E=61F =4, a wiec wzor jest prawdziwy. Nastepnie zalézmy,
ze wzor zachodzi dla kazdego wielo$cianu o liczbie wierzchotkéw V' < V
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i niech W bedzie dowolnym wielo$cianem sferycznym o V' wierzchotkach.
Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem tego wieloScianu i niech d, oz-
nacza liczbe krawedzi wychodzacych z wierzchotka v. Rozwazmy teraz
wieloScian W' powstajacy przez usuniecie wierzchotka v wraz ze wszys-
tkimi wychodzacymi zen krawedziami. Zgodnie z naszym zalozeniem
indukcyjnym dla wielo$cianu W' prawdziwy juz jest wzér Eulera

VI —E' +F =2.

(Nawet jesli W' jest tylko wielokatem, to i tak wzor zachodzi poniewaz
VI=FEiF =2)AleV' =V-1,E=F—-d,iF' =F—d,+1, zatem

(V-1 —(E-d)+(F—dy,+1)=2

czyli
V-E+F=2.

Problem 29 Kolekcja n okregéow na plaszczyinie dzieli jq na pewna
liczbe regiondw, w tym jeden nieograniczony. Chcemy tak pokolorowaé te
regiony by dowolne dwa z nich majace wspolny tuk byly roznokolorowe.
1le koloréw potrzebujemy do takiego pokolorowania?

Odrobina eksperymentu przekonuje nas, ze powinny wystarczy¢ dwa
kolory. Udowodnimy to stosujac indukcje ze wzgledu na liczbe okregéw.
Jezelin = 1, to mamy dwa regiony, a wiec zadanie jest banalne. Zat6zmy
teraz, ze dwa kolory wystarcza dla kazdej kolekcji k okregéw i rozwazmy
dowolng kolekcje skladajaca sie z k£ 4+ 1 okregéw. Usufimy jeden z nich
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i pomalujmy regiony dwoma kolorami zgodnie z regula, aby sasiadujace
regiony byly w réznych kolorach. Teraz przywré¢my usuniety okrag i
rozwazmy nastepujaca modyfikacje poprzedniego kolorowania. Kolory
regionéw znajdujacych sie na zewnatrz usunietego okregu zostaja nie
zmienione, natomiast wewnatrz zmieniamy kolor kazdego regionu na
przeciwny. Przekonajmy sie, ze to nowe kolorowanie jest dobre. W
istocie, jezeli dwa sasiednie regiony znajduja sie na zewnatrz, to nic sie
dla nich nie zmienilo. Jezeli oba sa wewnatrz, to ich kolory zmienily sie
na przeciwne i teraz nadal sa w réznych kolorach. Jesli za$ jeden znich
jest na zewnatrz a drugi wewnatrz, to przed usunieciem okregu stanowity
one jeden i ten sam region, a wiec teraz rowniez sa réznokolorowe.

O skuteczno$ci metody indukeji przekonamy sie jeszcze nie raz. Na
zakoniczenie tego rozdziatu jeszcze jeden problem o kolorowaniu.

Problem 30 Na stole rozrzucono kolekcje n jednakowych monet tak, Ze
zadne dwie z nich nie nachodzag na siebie. Chcemy pokolorowaé te monety
w taki sposob, aby Zadne dwie stykajace sie nie miaty tego samego koloru.
lle kolorow w najgorszym wypadku potrzeba do wykonania tego zadania?

4 'Trzy podstawowe zasady

Na kilku prostych przykladach zilustrujemy trzy zasady o wielkim znacze-
niu w Kombinatoryce.

4.1 Zasada szufladkowa

Zasda szufladkowa stwierdza, ze jezeli rozmiesci si¢ n+ 1 przedmiotéow w
n szufladkach, to co najmniej jedna szufladka bedzie zawiera¢ wiecej niz
jeden przedmiot. Pomimo oczywistosci tego faktu przedstawimy ponizej
jego dowdd za pomoca metody indukcji.

Jesli n = 1, to oczywiscie oba przedmioty trafia do jedynej szufladki
i stwierdzenie jest prawdziwe. Zalézmy, ze zasada jest stuszna dla k szu-
fladek i k+ 1 przedmiotéw i rozwazmy przypadek k + 1 szufladek i k + 2
przedmiotéw. Istnieja trzy mozliwosci ze wzgledu na liczbe przedmiotéw
w ostatniej szufladce: (1) zaden przedmiot tam nie trafil, (2) trafit do
niej doktadnie jeden przedmiot, (3) zawiera ona wiecej niz jeden przed-
miot. W przypadkach (1) i (2) co najmniej k + 1 przedmiotéw musi by¢
rozmieszczonych w pierwszych k szufladkach. Zatem, na mocy indukcji
istnieje wéréd nich szufladka zawierajaca wiecej niz jeden przedmiot. W
przypadku (3) ostatnia szufladka spehia zadany warunek.

A oto kilka niebanalnych przykltadéw zastosowania tej zasady.

Przyklad 31 Pewna grupan oséb wita sie podajac sobie rece, przy czym
nikt nie wita sie sam ze sobg 1 Zadna para 0séb nie wita sie wiecej iz
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jeden raz. Czy jest mozliwe aby kazda z tych oséb Sciskata inng liczbe
dtoni?

Na pozor mogloby sie wydawaé, ze jest to mozliwe poniewaz liczba
mozliwych usciskéw jednej osoby moze przybiera¢ dowolna sposréd war-
tosci od 0 do n—1, ktérych jest przeciez n. Jednak zauwazmy, iz skrajne
przypadki 0 i n — 1 wykluczaja sie wzajemnie. W rzeczy samej, nie jest
mozliwe, aby ktéra$ z 0os6b nie uécisneta zadnej dioni i jednocze$nie kto$
inny przywital sie z wszystkimi. Zatem, na mocy zasady szufladkowe;j
musza istnie¢ dwie osoby, ktére wymienily te sama liczbe usciskow.

Przyklad 32 Pokazaé, ze wsréd dowolnych n liczb catkowitych istnieje
podzbior, ktorego suma elementow dzieli sie przez n.

Niech ay, as, ..., a, beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Rozwazmy
n zbiorow

Al == {al}, A2 == {CLI,GQ}, >An == {Gl,ag, ...,Gn}

i n szufladek ponumerowanych liczbami 0,1,...,n — 1. Umie$¢my zbiér
A; w szufladce j jedli reszta z dzielenia sumy a; + as + ... + a; przez n
wynosi j. Jezeli szufladka 0 nie jest pusta to znajdujacy sie w niej zbiér
ma sume dzielaca sie przez n. W przeciwnym razie, n zbioréw A; jest
rozmieszczonych w n — 1 szufladkach, a zatem istnieja dwie liczby r < s
takie, ze

aj+ ...+ a. =a; + ... + ag(mod n).

Woéwcezas réznica tych sum a,i1 + ... + as musi dzieli¢ sie przez n.

Przyklad 33 Wykazad, ze dla kazdego k istnieje takie N, ze przy dowol-
nym kolorowaniu bokow i przekatnych N -kata foremnego dwoma kolorama
must istnieé k wierzchotkow takich, ze wszystkie odcinki pomiedzy nimi
sq tego samego koloru.
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Pokazemy, ze wystarczy N = 2% wierzchotkéw. Przypuéémy, ze
wierzcholki sa jako§ ponumerowane liczbami 1,2, ..., N i niech w; = 1
bedzie pierwszym z nich. Na mocy zasady szufladkowej istnieje zbiér
wierzcholkéw A; rozmiaru co najmniej 22*~! taki, ze wszystkie odcinki
o poczatku w w; i koncach w A; sa tego samego koloru. Teraz nich
we bedzie wierzchotkiem o najmniejszym numerze w A;. Na mocy za-
sady szufladkowej istnieje zbiér Ay C A; rozmiaru co najmniej 22¢2
taki, ze wszystkie odcinki laczace wo z punktami zbioru A, sa tego
samego koloru. Kontynuujac ten proces otrzymamy ciag wierzchotkéw
Wy, Wa, ..., Wey, 1 ciag zbioréw A; D ... D Ay takie, ze w; € A;_1 i odcinki
z w; do A; sa tego samego koloru. Zatem kolor odcinka taczacego w; z
w; zalezy jedynie od min{i, j}. Wobec tego, jeszcze raz dzigki zasadzie
szufladkowej, istnieje podzbiér H zawarty w zbiorze {wy, ..., way } rozmi-
aru co najmniej k taki, ze wszystkie odcinki taczace punkty zbioru H sa
tego samego koloru.

Przyklad 34 Udowodnié, ze z dowolnej permutacji liczb 1,2, ..., (r —
1)(m—1)41 mozna wybraé podcigg rosnacy diugosci r lub podcigg male-
jacy dtugosci m.

Na przyklad, kazda permutacja liczb od 1 do 7 bedzie zawiera¢ 4-
wyrazowy podciag rosnacy lub 3-wyrazowy podciag malejacy:

5,1,6,3,2,7,4

Niech n = (r —1)(m — 1) + 1 i niech P = (a1, ay, ..., a,) bedzie permu-
tacja liczb od 1 do n. Niech r; oznacza dlugo$¢ najdtuzszego rosnacego
podciagu koriczacego si¢ w aj, a m;—dlugoé¢ najdluzszgo malejacego
podciagu zaczynajacego sie w a;. W ten sposéb kazdy wyraz a; otrzy-
muje pare wynikéw (r;, m;). Na przyklad,

a; |5 1 6 3 2 7 4
r; 1122 2 3 3
m; 3 1 3 2 1 21

Latwo zobaczy¢, ze w ogélnym przypadku zadne dwa wyrazy nie beda
mialy tej samej pary wynikéw. W istocie, jezeli j < k, to albo a; < ai
i wtedy r; < ry albo a; > a; i wtedy m; > my. Rozwazmy teraz
szachownice n X n, oraz jej prostokatna cze$¢ o wymiarach (r — 1) x
(m—1) znajdujaca sie w lewym dolnym rogu. Dla kazdego j = 1,2,...,n
postawmy pionek na polu o wspéhrzednych (r;, m;). Wobec powyzszego,
rozstawimy na szachownicy n pionkéw i zadne dwa z nich nie trafia na
to samo pole. Ale n > (r—1)(m — 1), a wiec przynajmniej jeden pionek
znajdzie sie¢ poza prostokatem w lewym dolnym rogu. To oznacza, ze
istnieje takie jo, ze r;, > r lub m;, > m, co mieliémy wlasnie udowodnic¢.
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4.2 Zasada dwoistosci

Przede wsystkim nalezy zaznaczy¢, ze ta zasada wladciwie nie jest $cisle
okres$lona, a nawet trudno byloby ja sformutowa¢ w potocznym jezyku.
Z grubsza chodzi tu o wykluczanie pewnych sytuacji dzieki odwiecznej
walce przeciwienstw, takich jak np. parzyste-nieparzyste, czarne-biale,
itp. Zilustrujemy te zasade na kilku przyktadach.

Przyktad 35 Czy mozna pokryé szachownice nxn z usunietymi dwoma
przeciwleglymi naroznikami nie naktadajacymi sie kostkami domina?

Jezeli n jest nieparzyste, to odpowiedz jest oczywiScie negatywna.
Jezeli n jest parzyste to sytuacja jest mniej oczywista, ale odpowiedz
rowniez brzmi—nie. W istocie, dwa usuniete pola musialy by¢ tego
samego koloru, albo oba czarne, albo oba biate. Zatem liczby biatych i
czarnych poél sa rézne. 7 drugiej strony jedna kostka domina zakrywa
doktadnie jedno czarne i jedno biale pole. Wobec tego, wszystkie kostki
domina zakrywaja tyle samo pol bialych co czarnych. Ta sprzeczno$é
dowodzi, ze nie da sie dokona¢ takiego pokrycia.

z

Przyklad 36 Czy mozna narysowaé “koperte” nie odrywajac otéwka od
papieru i nie rysujoc dwa razy po tej samej linii?

Rozwazmy dowolna krzywa na plaszczyZnie narysowana za pomoca
ciaglej linii bez przechodzenia przez ktérykolwiek z jej odcinkéw wiecej
niz jeden raz. Rozwazmy dowolny punkt krzywej rézny od poczatkowego
i koncowego. Jest jasne, ze liczba "wejs¢” do tego punktu musi by¢
rowna liczbie "wyj$¢” z niego. Stad laczna liczba odcinkéw krzywej
spotykajacych sie w dowolnym takim punkcie musi by¢ parzysta. W
kopercie mamy jednak 4 punkty "nieparzyste”, co wyklucza mozliwos¢
jej unikursalno$ci.
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Problem 37 Czy mozna narysowaé linie ciaggla, ktéra przetnie kazdy z
odcinkoéw ponizszej figury doktadnie raz?

Problem 38 (Kody Gaussa) Rozwazmy krzywa zamknietq na plaszczy-
Znie o skoriczonej liczbie punktow samoprzeciecia, przy czym zalozmy, Ze
krzywa przechodzi przez kazdy z mich doktadnie dwa razy. Oznaczajac
te punkty symbolami A, B, C,... i obiegajac krzywq w jednym z dwdch
mozliwych kierunkow otrzymamy pewien ciqg (kod), w ktérym kazdy sym-
bol wystepuge dokladnie dwa razy. Pokazaé, zZe liczba symboli pojawiajq-
cych sie doktadnie jeden raz pomiedzy dwoma wystapieniams tego samego
symbolu w kodzie Gaussa jest zawsze parzysta.

Kod Gausa: AFCBDEBCFEDF A

Przyklad 39 (Lemat o usciskach dloni) W kazdej chwili liczba 0séb we
Wszechswiecie, ktore w swym zZyciu uscisnety nieparzysta liczbe dioni jest
parzysta.

Ten na pierwszy rzut oka zadziwiajacy fakt ma proste wyttumaczenie.
Wyobrazmy sobie, ze jaka$ Istota o nadprzyrodzonych zdolnos$ciach wie
dokladnie ile uéciskéw ma na swym koncie kazda z zyjacych kiedykolwiek
oséb.  Suma wszystkich tych liczb jest podwojeniem globalnej liczby
wszystkich usciskéw, bowiem w kazdym pojedynczym uScisku zawsze
biora udzial dwie osoby. Jest wiec parzysta. Z drugiej za$ strony jest
jasne, ze w kazdej sumie liczb naturalnych, ktérej wartos$¢ jest parzysta
liczba sktadnikéw nieparzystych musi byé¢ parzysta.
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Problem 40 Odbywa sie przyjecie u paristwa Szaradkéw, w ktérym o-
procz Pana Szaradka i Pani Szaradkowej biorg udzial cztery inne pary.
Ludzie wymieniaja usciskr dloni miedzy soba, przy czym Zadne dwie osoby
nie robig tego dwa razy i nikt nie wita sie ze swoim partnerem/partnerka.
Zarowno Pan jak v Pant domu wymienili z kims$ z gosci co najmniej
po jednym uscisku. Pod koniec przyjecia Pan Szaradek zapytal kazdego
(wytgczajac siebie) o liczbe dokonanych usciskéw. W odpowiedzi kazda z
0s6b podata inng liczbe. Ile usciskéw dokonata Pani Szaradkowa?

4.3 Zasada wlaczania i wylaczania
Rozpocznijmy od prostego przykladu.
Przyklad 41 W pewnym klubie jest 10 0séb grajacych w szachy i 15

grajgcych w brydza. 6 sposrdod nich gra w obie te gry. Ile 0sob jest w tym
klubie?

Oznaczmy przez A zbiér szachistow, a przez B zbiér brydzystow.
Pytamy wiec o liczbe elementéw sumy A U B. Jak nietrudno przekonaé
sie, dla dowolnych zbioréw skonczonych A i B zachodzi wzér

|AUB| = |A|+|B| - |ANBj.

Wobec tego, liczba os6b w klubie to 10 + 15 — 6 = 19.
Nieco trudniej bedzie rozwiaza¢ podobny ale bardziej ztozony prob-
lem.

Przyklad 42 W pewnym klubie jest 10 osob grajacych w szachy, 15
grajacych w brydza i 12 grajocych w pokera. Sposrdd nich 5 gra w szachy
1 brydza, 4 w brydza v pokera, 3 w szachy i pokera, a tylko 2 graja we
wszystkie te gry. Ile 0séb jest w tym klubie?

Potrzebujemy analogicznego wzoru na liczbe elementéw sumy trzech
zbioréw A, B, C. Analizujac odpowiedni diagram mozemy przekona¢ sie,
ze

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANBNC]|.
Wobec tego poszukiwana liczba to
10+154+12-5—-4-3+2=27

Zasada wlaczania i wylaczania obejmuje ogélny przypadek n zbioréw
skoniczonych.
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Twierdzenie 43 Niech Ay, Ao, ..., A, bedq zbiorami skoriczonymi i niech
I={1,2,...,n}. Wowczas

AU UA =) Y (=DM A, N A, NN Ay

k=1 {i1,iz,.,ix }CI
Dow6d pominiemy, cho¢ mozna go przeprowadzi¢ przez indukcje.

Problem 44 Napisano n listow i zaadresowano dla nich n kopert. Jezeli
listy wktadane sq do kopert catkiem przypadkowo, to jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze Zaden list nie znajdzie sie we wtasciwej kopercie?

Ponumerujmy listy i koperty liczbami 1,2, ...,n tak aby numer listu
zgadzal sie z numerem koperty, do ktérej powinien byt on trafic. Kazde
z mozliwych rozmieszczen mozemy traktowaé jak bijekcje (w istocie per-
mutacje) f: X — X, gdzie X = {1,2,...,n}. Na przyklad funkcja

j |1 2 3 45 6
fGHl2 4516 3
przedstawia jeden z mozliwych "nieporzadkéw”, w ktérym zaden list
nie znajduje sie we wilasciwej kopercie. Znajdziemy teraz liczbe ta-
kich nieporzadkéw stosujac zasade wlaczania i wylaczania. W tym celu
oznaczmy przez A; zbiér wszystkich permutacji f takich, ze f(i) =
i. Szukana przez nas liczba to oczywiscie n! — |[A; U...UA,|. Jesli
{i1, ..., 1} jest dowolnym k-elementowym podzbiorem zbioru X, to

i stad

AU UA =Y Y (DA, N A, NN A,

k=1 {iyi2,...,ix }CI

n n

=Y (—1)F! (Z) (n—k)! = Z(-le—; = nl Z(—l)’“%

k=1 k

Szukane prawdopodobienistwo wyraza sie wiec wzorem

1 1 1 (—1)1
S S
21 31 4l n!

i dazy do 1/e przy n — oc.
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Przyklad 45 Niech N = pi'py*...pi bedzie rozktadem kanonicznym licz-
by N. Wykazaé, ze

-2 (-2)- (-2

gdzie o(N) jest funkcja Fulera.

Zastosujemy zasade wlaczania i wylaczania. Przypomnijmy, ze p(N)
oznacza liczbe liczb wzglednie pierwszych z N z przedziatu [1, N]. Niech
A; bedzie zbiorem tych liczb sposéréd 1,2, ..., N, ktére dziela sie przez p;.
7 definicji funkcji Eulera mamy

o(N)=N—-]A;U...UA,|.

Poniewaz

N
pilp’iz pzk ,
wiec z zasady wlaczania i wylaczania dostajemy

P(N)=N=>"" > (DA, NnA,N.. N4

k=1 {i1,i2,..., ’Lk}gl
n
N
=N+ —1)* .
kE_:l( ) . Z PiyPiy---Piy,
= {i1,02,...,ix }CI
Otorzenie nawiaséw po drugiej stronie wzoru daje doktadnie to samo

wyrazenie.

Problem 46 Danych jest n punktow na ptaszczyinie Py, Ps, ..., P, i pew-
na kolekcja kot o Srodkach w tych punktach tworzaca figure F'. Niech F’
oznacza figure utworzona z tych samych kdt, ale o $rodkach przesunietych
do punktow P|, Py, ..., P! takich, ze

d(F}, Fj) < d(F;, F)),

dla kazdej pary liczb 1 < i,5 < n. Czy pole figury F' moze byé wieksze
od pola figury F?
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5 Grafy

Niech V' bedzie niepustym zbiorem i niech (‘2/) oznacza zbiér wszyst-
kich 2-elementowych podzbioréw zbioru V. Grafem G na zbiorze V
nazywamy pare G = (V| E), gdzie E C (‘2/) jest dowolnym podzbiorem
zbioru (‘2/) Elemnty zbioru V nazywamy wierzchotkami grafu G, a el-
ementy zbioru F—krawedziami grafu G. Liczbe |V| nazywamy rzedem
grafu G. Krawedz {u,v} jest réwniez oznaczana przez uv.

Naturalng graficzng reprezentacja grafu jest rysunek, w ktérym wierz-
chotki grafu sa punktami na plaszczyznie, a krawedzie sa odcinkami
laczacymi odpowiednie wierzcholki. Na przyktad, ponizszy rysunek ilus-

truje graf G = (V, E), w ktéorym V = {a, b, c,d} i E = {ab, ac, bc, bd}:

W wielu sytuacjach dla podkreslenia, ze chodzi o zbiér wierzchotkéw
czy krawedzi grafu G bedziemy pisa¢ V(G) i E(G) zamiast V' i E.

5.1 Sasiedztwo i incydencja

Jezeli e = uv jest krawedzig grafu G, to méwimy, ze e {gczy wierzcholtki
uwiw,ize te wierzcholki sasiadujq ze soba w grafie G. W tym przypadku
méwimy takze, ze krawedz e jest incydentna z wierzchotkami u i v. Zbiér
wszystkich sasiadéw wierzcholtka v oznaczamy przez N(v) i nazywamy
jego sasiedztwem. Na przyklad, w powyzszym grafie N(A) = {B,C}.
Podobnie dwie krawedzie incydentne z tym samym wierzchotkiem nazy-
wamy krawedziami saqsiednimi.

Dwa grafy G i H nazywamy izomorficznymi jesli istnieje bijekcja 1
miedzy zbiorami V(G) i V(H) zachowujaca sasiedztwo wierzchotkéw,
tzn.

w € E(G) & Y(u)p(v) € E(H).
Fakt izomorfizmu graféw zapisujemy w postaci G ~ H.

Liczbe krawedzi incydentnych z wierzchotkiem v w grafie G' nazy-
wamy stopniem wierzcholtka v i oznaczamy przez d(v). Maksymalny ze
stopni wierzchotkéw w grafie G oznaczamy przez A(G). Jesli wszystkie
stopnie wierzchotkéw sa réwne k, to graf nazywamy k-regularnym.
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Twierdzenie 47 (Lemat o uScisakch dloni) W dowolnym grafie G =
(V, E) zachodzi wzor
> d(v) =2|E|.

veV

Dowdéd. W istocie, "kazdy kij ma dwa konice”, zatem sumujac stop-
nie wszystkich wierzchotkéw kazda krawedz policzymy dwa razy. =

5.2 Sciezki i cykle
Ciag krawedzi postaci
VoU1, V1V2y -y Up—1Ur

nazywamy spacerem dlugodci r miedzy wierzchotkami vy i v,.. Jezeli
zadna krawedz nie zostala powtdrzona, to taki spacer nazywamy szlakiem.
Jesli ponadto, wszystkie wierzcholki na szlaku sg rézne to mamy doczy-
nienia ze Sciezkq w grafie G. JeSli vg = v, to spacer lub szlak nazy-
wamy zamknietym, a jeSli dodatkowo wszystkie wierzchotki vy, vy, ...v, 1
sg rézne, to taki szlak nazywamy cyklem.

Cykl dtugosci 3 nazywamy trdjkgtem. Dlugo$¢é najkrétszego cyklu
w grafie G nazywamy obwodem grafu GG. Diugos$¢ najkrétszej Sciezki
laczacej dwa wierzcholki v i v oznaczamy przez d(u,v) i nazywamy
odlegloscig miedzu nimi. Maksymalna odleglo$¢ miedzy dwoma wierz-
chotkami w garfie G nazywamy $rednicq grafu G.

Graf G nazywamy spdjnym jesli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw
u,v € V(G) istnieje w nim $ciezka laczaca u i v. W przeciwnym razie
graf nazywamy niespdjnym. Kazdy niespojny graf G mozna rozbi¢ na
sktadowe, czyli maksymalne spéjne podgrafy.

Problem 48 Wykazaé, ze jezeli istnieja w grafie G Sciezki taczace wierz-
chotki a zb 1 b z c, to istnieje rowniez $ciezka taczaca wierzchotki a 1 c.

Niech P oznacza $ciezke pomiedzy a i b, a () niech bedzie $ciezka
laczaca b z c. Jesli Sciezki P i () nie maja wspélnych wierzchotkéw, to
nie ma zadnego problemu. W przeciwnym razie, niech d bedzie pier-
wszym wierzchotkiem na $ciezce P, ktéry nalezy réwniez do ). Niech
P’ oznacza fragment Sciezki P od a do d, a Q" fragment Sciezki ) od d
do ¢. Wéwezas P'Q)” jest Sciezka, ktéra mozemy przedostac sie z a do c.

5.3 Operacje na grafach

Podgrafem grafu G nazywamy dowolny graf H taki, ze V(H) C V(G) i
E(H) C E(G). Jezeli V(H) = V(G) to H jest podgrafem rozpinajacym
garfu G. Podgrafem indukowanym garfu G nazywamy taki jego podgraf
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H, w ktérym zbiér E(H) zawiera wszystkie krawedzie grafu G taczace
wierzcholki zbioru V(H).

Niech v bedzie wierzchotkiem, a e krawedzia w grafie G. Na szczegdlna
uwage zastuguja dwie konstrukcje podgraféw G — e i G — v, z ktérych
pierwszy powstaje przez usuniecie krawedzi e ze zbioru E(G), natomi-
ast drugi powstaje przez usuniecie wierzchotka v wraz ze wszystkimi
krawedziami incydentnymi z v w grafie G.

Jesli e = ab jest krawedzia w grafie G, to mozemy otrzymac¢ nowy
graf przez zastapienie e dwoma nowymi krawedziami ax i xb, gdzie z
jest nowym wierzchotkiem. Ta operacja nazywa sie podzialem krawedzi.
Dwa grafy, ktére moga by¢ otrzymane z tego samego grafu przez podziaty
jego krawedzi nazywamy homeomorficznymi.

5.4 Przyklady graféw

Graf, w ktérym kazde dwa wierzcholki sa polaczone krawedzig nazywamy
grafem petnym. Graf pelny na n wierzchotkach oznaczamy przez K.
Oczywiscie liczba krawedzi tego grafu wynosi (Z) Cyklem C,, nazywamy
graf skladajacy sie z wierzcholkow i bokéw n-kata, a Sciezkq P, jest graf
c, —e.

Ks Cs Ps

Klikg w grafie G nazywamy podgraf izomorficzny z grafem pelnym.
Liczbg klikowq grafu G, oznaczana przez w(G), nazywamy rzad maksy-
malnej kliki w grafie G.

Grafem dwudzielnym nazywamy graf, ktérego zbiér wierzchotkéw
mozna podzieli¢ na dwa podzbiory w taki sposéb, ze kazda krawedz taczy
wierzchotek z pierwszego podzbioru z wierzchotkiem drugiego podzbioru.
Grafem petnym dwudzielnym nazywamy graf dwudzielny, w ktérym kazdy
wierzcholek z pierwszego podzbioru jest polaczony z wszystkimi wierz-
chotkami w drugim podzbiorze. Graf pelny dwudzielny na zbiorach
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wierzchotkéw o liczbie elementéw m i n oznaczamy przez K, ,.

K3,3

Poznamy jeszcze wiele interesujacych graféw. Oto kilka szczegélnie
eleganckich przykladéw.
Grafy Platoriskie:

/A

tetrahedron cube octahedron
dodecahedron icosahedron

Graf Petersena:



5.5 Grafy planarne

Moéwimy, ze graf G jest planarny, jezeli moze by¢ narysowany na plasz-
czyznie tak, ze dowolne dwie jego krawedzie nie przecinaja sie w zad-
nym punkcie (poza ewentualnym wspélnym wierzchotkiem oczywiscie).
Taki rysunek grafu bedziemy nazywaé jego planarng reprezentacjq. Na
przyktad graf pelny K, jest planarny o czym $wiadczy chociazby rysunek
pierwszego grafu Platoniskiego. Jak sie wkrétce przekonamy juz graf K
planarny nie jest. Pojawia sie wiec naturalne pytanie: jak rozpoznaé
czy dany graf jest planarny czy nie? CzeSciowej odpowiedzi na to py-
tanie dostarcza wzér Eulera, ktéry poznaliSmy w Problemie 28. Nim
sformulujemy ten wzér jeszcze raz dla graféw planarnych odnotujemy
pewien nietrywialny geometryczny fakt dotyczacy planarnych reprezen-
tacji.

Twierdzenie 49 (Féaryego-Wagnera) Dowolny graf planarny posiada reprezen-
tacje na plaszczyinie, w ktorej kazda krawedZ jest odcinkiem lini prostey.

Majac dang planarng reperezentacje grafu mozemy rozpatrywac zbior
punktéow nie nalezacych do tej reprezentacji. Zbiér ten rozpada sie
na rozilaczne regiony, zwane réwniez Scianami, podobnie jak to mialo
miejsce dla wielo$cianéw sferycznych. Okazuje sie, ze wzér z Problemu
28 jest stuszny dla dowolnego spéjnego grafu planarnego.

Twierdzenie 50 (Wzér Eulera) Niech G = (V, E) bedzie spdjnym gra-
fem planarnym. Wowczas liczba regionéw w dowolnej reprezentacyi garfu
G na plaszezyznie wynosi |E| — |V | + 2.

Dowéd. Tym razem dowdd przeprowadzimy za pomoca indukcji
wzgledem liczby cykli w grafie G. Niech F' oznacza zbiér regionéw w
planarnej reprezentacji G. Jezeli G nie zawiera zadnego cyklu, to znaczy,
ze jest drzewem i wéwezas |F'| = 1. Z drugiej strony w dowolnym drzewie
liczba wierzchotkéw jest o 1 wieksza od liczby krawedzi, a wiec w tym
przypadku wzor jest prawdziwy. Zalézmy wiec, ze graf G ma co najmniej
jeden cykl i ze wzér jest prawdziwy dla graféw o mniejszej liczbie cykli.
Niech e € FE bedzie krawedzia jednego z tych cykli i rozwazmy graf
G' = (V,E\{e}). Oczywiscie G’ nadal jest sp6jny i ma mniej cykli niz G,
zatem mozemy zastosowac do niego zalozenie indukcyjne, stwierdzajac,
ze liczba regionéw w jego reprezentacji wynosi

[EN{e} = V[+2=[E]-[V[+1.

Z drugiej strony jest jasne, ze usuniecie krawedzi e zmniejszylo liczbe
regionéw o 1, co oznacza, ze

|F|=(|E|-|V|+1)+1=|E|-|V]+2.
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To koniczy dowéd. m
Oto kilka waznych wnioskéw wynikajacych ze Wzoru Eulera.

Whniosek 51 Nich G = (V,E) bedzie dowolnym grafem planarnym.
Wowczas
|B| < 3|V| —6.

Dowdéd. Zatézmy, dla utatwienia argumentacji, ze graf G jest spéjny
i nie zawiera wierzchotkéw stopnia 1. Niech F' = {F},..., F,} bedzie
zbiorem wszystkich regionéw pewnej reprezentacji G. Niech FE; oznacza
liczbe krawedzi regionu F;. Poniewaz kazdy krawedZ rozgranicza dwa
regiony wiec zliczajac krawedzie w kolejnych regionach otrzymamy

Ei+Ey+ ..+ E. =2|E|.

Z dugiej strony kazdy region jest ograniczony przez co najmniej 3 krawe-
dzie, a wiec |E;| > 3 i stad

3|F| <2|E|.
Ta ostatnia nieréwno$¢ po zastosowaniu Wzoru Eulera daje w efekcie
3(E] = V]+2) <2|E|

1 ostatecznie

co mialo by¢ udowodnione. m
Przykilad 52 Wykazadé, ze graf K5 nie jest planarny.

Dla grafu K5 mamy |V| =51 |E| = 10. Ale 10 > 3-5—6 co przesadza
sprawe na mocy ostatniego wniosku.

Whniosek 53 Jezeli G jest grafem planarnym dwudzielnym, to
|E| <2|V] -4

Dowdéd. Przy oznaczeniach z poprzedniego dowodu zauwazmy, ze
tym razem |E;| > 4 poniewaz w grafie dwudzielnym nie ma cykli niepa-
rzystych. Stad

4|F| <2|E|

i na mocy Wzoru Eulera otrzymujemy

A(El = V] +2) < 2|E]

B| < 2|V| - 4.
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Przyklad 54 Pokazaé, ze graf K33 nie jest planarny.

Podobnie wystarczy sprawdzi¢, ze nie zachodzi dla niego ostatnia
nieréwno$¢. W istocie, mamy bowiem |V | =61 |E| =9.

Whiosek 55 Nich G = (V, E) bedzie grafem planarnym o obwodzie r.
Wowczas

(r=2)|E| <r(V]-2).

Dowéd. Dowdd przebiega tak samo jak dwa poprzednie, przy czym
teraz mamy |E;| > 7. =

Przyklad 56 Pokazaé, zZe graf Petersena nie jest planarny.

Wystarczy zauwazy¢, ze obwéd grafu Petersena wynosi 5 i zastosowaé
ostatni wniosek.

Wiemy juz, ze grafy K5 i K33 nie sa planarne. Jak si¢ okazuje sa
to, w pewnym sensie, jedyne takie grafy. Rozwazmy rodzine wszystkich
graféw, z ktérych kazdy jest homeomorficzny z K5 lub K3 3. Nazwijmy
je K-grafami. Oczywiscie zaden K-graf, ani zaden graf zawierajacy jakis
K-graf jako podgraf, nie moze by¢ planarny.

Twierdzenie 57 (Kuratowskiego) Graf jest planarny wtedy i tylko wt-
edy, gdy nie zawiera jako podgrafu zZadnego K -grafu.

Pokazemy teraz, ze wierzcholki kazdego grafu planarnego moga by¢
pomalowane 6 kolorami tak aby dowolne dwa sasiednie wierzchotki byly
réznokolorowe. Formalnie rzecz biorac przez kolorowanie wierzchotkéw
grafu rozumiemy funkcje f : V — C, gdzie C jest dowolnym zbiorem,
ktérego elementy umownie nazywamy ”kolorami”. Jezeli |C| = k, to f
nazywamy k-kolorowniem. Kolorowanie f wierzchotkéw grafu G' nazy-
wamy wlasciwym jesli dla dowolnej krawedzi e = uv € F(G) speliony
jest warunek f(u) # f(v). Najmniejsza liczbe k taka, ze istnieje wlas-
ciwe k-kolorowanie wierzchotkéw grafu G nazywamy liczbg chromatyczng
grafu G i oznaczamy przez x(G).

Problem 58 Pokazaé, ze liczba chromatyczna dowolnego grafu planar-
nego nie przekracza 6.

Wystarczy zauwazy¢, ze w dowolnym grafie planarnym musi istnie¢
wierzcholek stopnia co najwyzej 5 i zastosowa¢ indukcje wzgledem liczby
wierzchotkéw grafu. W istocie, gdyby dla kazdego wierzchotka v € V(G)
byto d(v) > 6, to wéwczas na mocy lematu o uéciskach dloni mieliby$my

2|B|= ) d(v)26|V]

veV(G)
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co jest sprzeczne z Wnioskiem 51.
Nieco trudniej udowodnié¢, ze w istocie, do wlasciwego pomalowania
grafu planarnego wystarczy 5 koloréw.

Twierdzenie 59 x(G) <5 dla kazdego grafu planarnego G.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw. Spra-
wdzenie poczatkowe nie przedstawia zadnej trudnoSci. Zalézmy wiec, ze
G jest grafem planarym i ze twierdzenie zachodzi dla wszytkich graféw
planarnych o mniejszej liczbie wierzchotkéw. Niech v € V(G) bedzie
wierzchotkiem stopnia co najwyzej 5 w grafie GG i niech G = G —wv. Graf
G' mozna pomalowaé¢ 5 kolorami zgodnie z zatozeniem indukcyjnym.
Jezeli wérod sasiadéw wierzchotka v wystepuja co najwyzej 4 rézne
kolory, to istnieje "wolny” kolor, ktérym mozna pomalowa¢ wierzcholek
v. Jedyna klopotliwa sytuacja jest wtedy gdy d(v) = 5 i kazdy z pie-
ciu sasiadéw v jest w innym kolorze. Oznaczmy wierzcholki sasiadujace
z v w porzadku cyklicznym vy, vy, ..., v5 1 niech v; bedzie pomalowany
kolorem j. Niech G;; oznacza podgraf grafu G’ indukowany przez wszys-
tkie wierzchotki w kolorach ¢j. Jezeli wierzcholki v; i v3 nie naleza do
jednej sktadowej w grafie G13, to mozemy zamieni¢ kolory 1 na 3 i na
odwrét w sktadowej zawierajacej powiedzmy v; i pomalowaé wierzcholek
v kolorem 1. Podobnie w przypadku grafu Gs,. Pozostaje wobec tego do
rozwazenia jedynie sytuacja, gdy zaréwno vy i vs jak i v9 1 v4 sa W tych
samych sktadowych w grafach G135 i G4, odpowiednio. Ta sytuacja jest
jednak z uwagi na planarno$¢ grafu G niemozliwa poniewaz musialby
wowcezas istnie¢ wierzchotek nalezacy do obu podgraféw Gz i Gag, co
jest ewidentnie niemozliwe. m

A jeszcze trudniej wykazac, ze dla kazdego grafu planarnego wystar-
czg 4 kolory... Najnowszy dowéd mozna znalez¢é w pracy: N. Robertson,
D. Sanders, P. Seymour, R. Thomas, The four-colour theorem. J. Com-
bin. Theory Ser. B 70 (1997), no. 1, 2-44.

Zakonczymy to krétkie wprowadzenie do graféw planarnych kilkoma
atrakcyjnymi problemami.

Problem 60 (Gra ”Sprouts”) Danych jest n punktow na plaszczyznie.
W jednym ruchu gracz tgczy linig dwa punkty (albo rysuje petle) i zaz-
nacza kolejny punkt na dorysowanej linii, przestrzegajac przy tym zasady
aby stopien zZadnego wierzchotka nie przekraczat 3. Wykazaé, ze gra musi
sie skoriczyé po co najwyzej 3n posunieciach. Ktory z graczy, I czy 11,
ma w tej grze strategie wygrywajgca?

Problem 61 (O dwdch takich co kolorowali mape) Dwdch graczy Jacek
1 Placek koloruje na zmiane regiony dowolnej mapy planarnej k kolorami.
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Obu graczy obowigzuje regquta wlasciwego kolorowania, jednak ich cele sq
rozne. Jacek dazy do szczesliwego pokolorowania catej mapy, zas Placek
stara sie tak ztosliwie kolorowaé, aby w efekcie cel ten nie byt mozliwy do
osiggniecia. Jaka jest najmniejsza liczba kolorow, przy ktorej rozpoczy-
najacy kolorowanie Jacek ma strategie wygrywajace? Ponizszy rysunek
przedstawia mape, na ktorej, przy ograniczeniu do 4 koloréw, wygrywa
Placek.

HJ

Problem 62 (Niepowtarzalne kolorowanie mapy) Dowolny cigg postaci
(a1,a9, ..., an, a1, ag, ..., ay)

nazywamy powtérzeniem. Kolorowanie wierzchotkow grafu G jest niepow-
tarzalne jesli ciag koloréw wzdtuz dowolnej Sciezki w G nie przypomina
powtdrzenia. Czy istnieje skoriczona liczba N, taka zZe kazdy graf pla-
narny ma niepowtarzalne N -kolorowanie?

5.6 Grafy dwudzielne

Podzbiér X C V(G) zbioru wierzchotkéw grafu G nazywamy nieza-
leznym jesli zadne dwa wierzchotki z A nie sa polaczone krawedzia w
grafie G. Niech G = (V| E) bedzie dowolnym grafem dwudzielnym i
niech V' = X UY bedzie podzialem zbioru wierzchotkéw G na zbiory
niezalezne. Nietrudno zauwazy¢, ze wéwczas

> dlx) =) dly) = |E].
zeX yey
Obserwacja ta przyda nam sie w rozwiazaniu nastepujacego ”malzen-

skiego” problemu.

Problem 63 W pewnej grupie dziewczqt © chlopcow kazda dziewczyna
zna doktadnie k chlopcow i kazdy chlopiec zna doktadnie k dziewczat.
Czy zawsze jest mozliwe skojarzenie par matzenskich tak, aby kazda z
dziewczat wyszta za maz za chlopea ktorego zna?
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Przede wszystkim nalezy upewni¢ sie, ze liczba dziewczat i chtopcéw
jest taka sama. Niech X oznacza zbiér dziewczat, a Y zbiér chlopcéw i
niech G = (X UY, E) bedzie grafem dwudzielnym ilustrujacym znajo-
mosci, tzn. xy jest krawedzia w G wtedy, gdy dziewczyna z i chlopiec y
znaja sie. Wowczas na mocy ostatniego wzoru mamy

kX[ =k|Y]=I[E],

a stad | X|=|Y].

Zauwazmy ponadto, ze jesli skojarzenie par maltzeniskich ma sie udac,
to dla kazdego podzbioru dziewczat D C X musi istnie¢ co najmniej |D|
chtopcéw, ktérych one znaja, co nie jest oczywiste a priori. Pokazemy
jednak, ze nasze zalozenie pociagga za soba takze i ten warunek. W tym
celu oznaczmy przez J(D) zbiér chlopcéw znajacych co najmniej jedna
dziewczyne ze zbioru D:

J(D)={y €Y :zy € E dla pewnego z € D}.

Niech Ep oznacza zbiér wszystkich krawedzi posiadajacych wierzcholek
w zbiorze D. OczywiScie mamy

|Ep| = k|[DI.

Z drugiej strony kazda krawedz z Ep ma drugi koniec w zbiorze J(D),
a wiec

|Ep| < k[J(D)].
Stad | D| < |J(D)].

Czy ten oczywisty warunek konieczny wystarcza juz do stwierdzenia
mozliwoSci skojarzenia maltzenstw? Pokazemy, ze odpowiedZ na to py-
tanie jest pozytywna, co da rozwiazanie naszego problemu w znacznie
ogdlniejszej wersji. Przyjmijmy najpierw nastepujaca definicje. Sko-
jarzeniem w grafie dwudzielnym nazywamy podzbiér M zbioru krawedzi,
z ktorych zadne dwie nie maja wspolnego wierzchotka. Na rysunku
ponizej wida¢ dwa rézne skojarzenia M; i My w tym samym grafie G.

L2 11

Skojarzenie M nazywamy doskonatym jesli kazdy wierzchotek grafu G
nalezy do pewnej krawedzi skojarzenia M.
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Twierdzenie 64 (Halla) Graf dwudzielny G = (X UY, E) posiada sko-
jarzenie doskonate wtedy i tylko wtedy, gdy | X| = |Y| i

/(D) = | D]
dla kazdego D C X.

Dowdéd. Konieczno$¢é powyzszej nieréwnoéci jest oczywista. Przy-
pusémy wiec, ze warunek ten jest speliony. Pokazemy w jaki sposéb
dla dowolnego skojarzenia M takiego, ze |M| < |X| skonstruowaé sko-
jarzenie M’ spemiejace |M'| = |M| + 1.

Niech x( bedzie dowolnym wierzchotkiem nie wystepujacym w zadnej
krawedzi M. Poniewaz |J(xg)| > |{xo}| = 1 wiec istnieje co najmniej
jedna krawedz xoy; w G. Jedli y; nie jest skojarzony w M, to mozemy
ja dolaczy¢ do M i otrzymaé powiekszone skojarzenia M’. Jedli jednak
y1 jest pokryty przez M, powiedzmy, ze x1y; € M, to wéwczas

|J (w0, 1) > [{wo, 71 }| =2

a wiec istnieje kolejny wierzcholek y, rézny od y; sasiadujacy z zg lub x;.
Jesli y, nie jest skojarzony, to zatrzymajmy sie. W przeciwnym razie,
jesli zoys € M, to istnieje wierzchotek ys sasiadujacy z xg, 1 lub xs.
Kontynuujac w ten sposéb musimy w koncu natrafi¢ na nieskojarzony
wierzcholek y, poniewaz graf G jest skonczony.

Kazdy z wierzchotkow y; jest sasiadem ktorego$ sposréd wierzchotkow
Xo, T1, ..., T;—1, zatem odwracajac nasze postepowanie dostaniemy Sciezke

P = y,.2ysxYs..-YuTo,

w ktérej krawedzie na przemian nalezg i nie naleza do M. Nowe skojarze-
nie M’ otrzmujemy usuwajac z M krawedzie z;y; dodajac jednocze$nie
pozostate krawedzie z P. Poniewaz obie konicowe krawedzie vy, x5 1 Yo
znajda sie w M’ bedziemy mieli |[M'| = |[M|+ 1. =

Zauwazmy, ze z powyzszego dowodu wynika praktyczna metoda zna-
jdowania doskonatego skojarzenia w grafie dwudzielnym, o ile ono ist-
nieje. Wykorzystuje ona pojecie $ciezki naprzemiennej wzgledem danego
skojarzenia M. Moéwimy, ze Sciezka

P = 2oy 21Y2...Tp_ 1Yk

jest naprzemienna wzgledem skojarzenia M jesli krawedzie y;x; sa w M,
krawedzie x;_1y; nie nalezg do M i wierzcholki koticowe z i y, nie nalezg
do zadnej krawedzi M. Dowdéd Twierdzenia Halla pokazuje, ze, przy
odpowiednim zalozeniu o grafie G, je$li M jest niepelnym skojarzeniem
w G, to istnieje Sciezka naprzemienna wzgledem M. Woéwczas wymieni-
ajac odpowiednio krawedzie tej Sciezki dostajemy nowe skojarzenie M’
z jedna krawedzia wiecej.
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Przyklad 65 Rozwazmy graf G i skojarzenie M pokazane na rysunku
ponizej.

Sciezke naprzemienna tworza wierzchotki ABCD. Mamy wiec
M' =M\ {BC}U{AB,CD}.

Twierdzenie Halla ma wiele réwnowaznych sformulowan. Podamy
teraz jedno z nich wykorzystujace tzw. transwersale (lub systemy réznych
reprezentantéw). Niech F = {4;, Ay, ..., A,} bedzie rodzing zbioréw
skonczonych. Zbiér T' = {ty,ts, ..., t,,} nazywamy transwersalg rodziny
F jesli t; € A; dla kazdego i, oraz elementy t; sa parami rézne.

Przyklad 66 Rozwazmy, rodzine zbioréw A; = {a,c}, Ay = {b,c},
Az ={a,c,d, e}, Ay ={b,d, f,g9}, A5 = {a,e}, Ag = {a,b}. Czy ta rodz-
ina ma transwesale? Okazugje sie, Ze odpowiedZ moze bycé znaleziona przy
pomocy Twierdzenia Halla. Rozwazmy graf dwudzielny G = (X UY, E),
w ktorym X = {1,2,3,4,5,6}, Y = {a,b,c,d,e, f,g} i ky € E jesli
y € Agx. Widzimy, Ze istnienie transwersali jest réwnoznaczne z ist-
nientem doskonatego skojarzenia, ktore w tym wypadku bedzie pokrywad
wszystkie wierzchotki zbioru X. Do praktycznego znalezienia transwer-
sali mozna wiec wykorzystaé metode $ciezek naprzemiennych.

Wobec tego Twierdzenie Halla moze by¢ sformulowane réwnowaznie
jak nastepuje.

Twierdzenie 67 Rodzina zbioréw skoriczonych F = {A1, As, ..., Ay}
posiada transwersale wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego podzbioru

D C{1,2,..,n}
4

€D

> |DI.

Istnieja wszakze niebanalne problemy na pograniczu arytmetyki i
teorii graféw. Oto jeden z nich dotyczacy skojarzenn w pewnych grafach
dwudzielnych.
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Problem 68 (Newman) Niech r bedzie dowolna liczba naturalng i niech
G = (X UY, E) bedzie grafem dwudzielnym, w ktérym X = {1,2,...,n},
Y={r+1,r+2,..,r+n}i

ry € E & (z,y) =1.

Czy dla kazdego r graf G posiada skojarzenie doskonate?

5.7 Kolorowanie krawedzi graféw

Kolorowanie krawedzi grafu G' nazywamy wiasciwym jezeli zadne dwie
sasiednie krawedzie nie sa tego samego koloru. W takim kolorowaniu
zbiér jednokolorowych krawedzi jest oczywidcie skojarzeniem. Najm-
niejsza liczbe koloréw potrzebng do wlasciwego pokolorowania krawedzi
grafu G nazywamy indeksem chromatycznym grafu G i oznaczamy przez
X'(G). Oczywiste jest, ze

X' (G) > A(G).
Problem 69 Wyznaczyé x'(K,) dla kazdego n > 3.

Oczywiscie dla n = 3 mamy x'(K3) = 3. Latwo réwniez zauwazy¢,
ze X'(K4) = 3. To nasuwa przypuszczenie, ze indeks chromatyczny grafu
petnego K, zalezy od parzystosci liczby n. Zajmiemy sie najpierw przy-
padkiem nieparzystym. Niech wiec n = 2k+1. Wpierw zauwazmy, ze 2k
koloréw nie wystarczy. W istocie, krawedzi jednego koloru moze by¢ co
najwyzej k, a wszystkich krawedzi jest (2k + 1)k > 2k?. Pokolorowanie
wlasciwe przy uzyciu 2k + 1 koloréw jest tatwe: wystarczy narysowac
K, jako n-kat foremny i pomalowa¢ jednym kolorem odcinki réwnolegte.
Ponizszy rysunek przedstawia takie kolorowanie dla n = 5.

W przypadku parzystym n = 2k rozwazmy graf K, = K,, — v.
Pomalujmy jego krawedzie n — 1 kolorami tak jak poprzednio. Za-
uwazmy, ze przy kazdym wierzchotku brakuje jednego koloru, co pozwala
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na odpowiednie pomalowanie krawedzi incydentnych z usunietym wierz-
chotkiem v (rysunek ponizej). Zatem x'(Kq) = 2k — 1.

W rzeczywistoSci prawdziwe jest ogélne twierdzenie, ze indeks chro-
matyczny dowolnego grafu G nie przekracza A(G) + 1. Rozstrzygniecie
czy X' (G) = A czy A+ 1 bywa jednak w wielu wypadkach dosé¢ trudne.

Twierdzenie 70 Indeks chromatyczny dowolnego grafu dwudzielnego G
wynosi A(G).

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem m = |E|. Jesli m = 1,
to twierdzenie jest oczywiste. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o
m > 2 krawedziach i maksymalnym stopniu réwnym A. Przypu$émy,
ze rezultat jest prawdziwy dla graféw dwudzielnych o mniejszej niz m
liczbie krawedzi. Niech e = xy bedzie krawedzig grafu G i rozwazmy graf
G' = G — e. Poniewaz A(G') < A wiec istnieje wlasciwe kolorowanie
grafu G’ przy uzyciu co najwyzej A koloréw. Poniewaz d(z) < A, wiec
istnieje kolor, powiedzmy C, ktéry nie wystepuja na krawedziach incy-
dentnych z z. Podobnie, istnieje kolor N, ktoérego nie ma przy wierz-
chotku y. Jezeli C = N, to sytuacja jest prosta, mozemy bowiem po-
malowaé¢ krawedz xy wilaénie tym kolorem. Zalézmy wiec, ze C' # N.
Pokazemy, ze mozliwe jest zmodyfikowanie pokolorowania grafu G’ tak,
aby znalazl sie kolor, ktéry nie wystepuje zaréwno przy x jak i y. W
tym celu zdefiniujmy Sciezke

TY1X1Y2T2...

maksymalnej dlugosci tak, aby kolory N i C' uktadaly sie¢ na niej na
przemian NCNC..., jak na rysunku.

P
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OczywiScie Sciezka ta musi by¢ skoriczona i na pewno nie moze konczy¢
sie w y. Mozemy wiec zamieni¢ na niej kolory nie psujac pokolorowa-
nia calego grafu. W efekcie kolor N nie bedzie juz wystepowal przy
wierzchotku x i bedziemy mogli pomalowa¢ nim krawedz xy. To konczy
dowéd. m

Problem 71 Niech G bedzie dowolnym grafem i przypusémy, ze kazdej
krawedzi e grafu G przypisano dowolny zbidr koloréw L. taki, ze |L.| =
X' (G). Czy jest mozliwe wlasciwe pokolorowanie krawedzi grafu G, w
ktorym kolor kazdej krawedzi e jest elementem zbioru L. ?

6 Kwadraty lacinskie

Niech 1 < m < n bedg liczbami naturalnymi. Prostokatem taciriskim
wymiaru m X n nazywamy macierz P = (p;;) spelniajaca nastepujace
warunki:

1. Pij € {1, 2, ..., TL},
2. zaden wiersz nie zawiera dwdéch takich samych elementéw,

3. zadna kolumna nie zawiera dwéch takich samych elementéw.

Na przykiad,
12345
P=123514
54231

jest prostokatem lacifiskim wymiaru 3 x 5. Jezeli m = n, to prostokat
tacinski nazywamy kwadratem taciniskim.

6.1 Rozszerzanie prostokatéw lacinskich

Istnieje Scisty zwiazek miedzy prostokatami lacifiskimi a kolorowaniem
krawedzi w grafie dwudzielnym pelnym K, ,. W istocie, jezeli przyjmie-
my X = {z1,....,xn}1Y = {y1, ..., yn}, to prostokat tacinski m xn okresla
wiadciwe kolorowanie krawedzi K, , poprzez wzor

f(il?iyj) = Dij-

Na odwrét, wlasciwe kolorowanie krawedzi grafu K,,, prowadzi w ten
sam sposéb do prostokata taciniskiego.

Twierdzenie 72 Dowolny prostokat taciriski P wymiaru m X n moze
by¢ rozszerzony do kwadratu taciniskiego n X n.
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Dowéd. Niech A; bedzie zbiorem tych elementéw, ktére nie wys-
tepuja w kolumnie j. Pokazemy, ze rodzina zbioréw A; posiada tran-
swersale, co pozwoli na utworzenie kolejnego wiersza w prostokacie P.
Dla wiekszej obrazowo$ci rozwazmy graf dwudzielny, w ktérym X =
{A1, .., ALY ={1,..,n} i Ajk € E wtedy i tylko wtedy, gdy k € A;.
Latwo zauwazy¢, ze stopien kazdego wierzchotka w tym grafie jest réwny
n—m, a wiec sytuacja sprowadza sie do rozwazanej w Problemie 63. Ten
zabieg mozna powtarzaé¢ doputy dopuki n —m = 0, czyli az dostaniemy
pelny kwadrat. m

Na przykiad, dla prostokata P danego powyzej mamy

Ay ={3,4}, Ay = {1,5}, A3 = {1,4}, Ay = {2,5}, A5 = {2, 3},
a jedna z mozliwych transwersali stanowi zbiér
T =1{3,1,4,5,2}.

Problem 73 (Tabliczka mnozenia) Rozwazmy macierz kwadratowg M =
(mij) wymiaru n zdefiniowana wzorem

— i-jjeslii-j<n
Yl ok geslii-j>n

Czy dla kazdego n mozna w miejsce x w tej macierzy wpisac liczby tak,
aby powstat kwadrat taciriski?

6.2 Problem oficeréw

Nastepujacy oryginalny problem dotyczacy kwadratéw tacinskich pocho-
dzi od Leonarda Eulera.

Problem 74 Kolumna Zotnierzy sktada sie z 36 oficerow z 6 réznych
regimentéw © w 6 réznych rangach (kazdy regiment jest reprezentowany
przez 6 oficerow w rézZnych rangach). Czy mozna ich ustawié¢ w kwadrat
tak, aby zadna ranga i Zaden regiment mie zostaty powtdrzone w tym
samym wierszu ani w tej samej kolummnie?

Powyzszy problem mozna skormutowa¢ rownowaznie w jezyku kwa-
dratéw faciniskich. Dwa kwadraty lacinskie K i L rzedu n nazywamy
ortogonalnymi, jezeli wszystkie pary (k;j, l;;) sa rézne. Problem oficeréw
polega wiec na znalezieniu dwéch ortogonalnych kwadratéw tacinskich
rzedu 6. Okazuje sie jednak, ze jest to niemozliwe.
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Z drugiej strony gdyby zamieni¢ w problemie 6 na 5, to istnieje i to
nie jedno rozwiazanie! Jak mozna sie przekonaé, kazde dwa z czterech
ponizszych kwadratéw sa ortogonalne.

[01234] [01234]
12340 23401
L= |23401|,L,= |40123],
34012 12340
40123 134012
[01234] [01234]
34012 40123
Ly= [12340|,Ly= {34012
40123 23401
23401 | 112340

Kwadraty te zostaly znalezione wedlug nastepujacej reguly wykorzystu-
jacej arytmetyke modulo 5. Niech a € Zf i niech L, (i, j) oznacza element
na pozycji (i, j) w kwadracie L,, gdzie i,j € Zs. Wéwczas

La(i,j) = ai + j.
Twierdzenie 75 Niech p bedzie nieparzysta liczbg pierwsza. Wowczas,

jesli a # 0, to L, jest kwadratem taciriskim. Ponadto, dla dowolnych
a,b € Zy, a # b, kwadraty L, 1 Ly sq ortogonalne.

Dowéd. Przypusémy, ze dwa elementy kolumny j w kwadracie L,
sa identyczne, powiedzmy

La(’il, j) - La(ig,j).
Wobec definicji kwadratu L, to oznacza, ze
ail + j = aig +j

a stad
CLil = aig.

Poniewaz a # 0 wiec iy = i3. Podobnie dowodzimy, ze elementy w
wierszu nie mogg sie powtarzac.

Dla dowodu drugiej czeéci twierdzenia przypusémy, ze dla dwdéch
réznych par (x,y) # (r,s) elementéw Z,, zachodzi

(La(2,y), Lo(2,y)) = (La(r, 8), Ly (1, 5))-

To oznacza, ze
La(xay) = La<7a7 S) i Lb(.%‘,y) = Lb(ra S)a
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a zatem
ar+y=ar+sibr+y=>br+s.

Odejmujac te réwnania stronami dostajemy
(a —b)x = (a —b)r,

co pociaga za soba = r, wobec a —b # 0. iy = s, a wiec (z,y) = (r, 5)
wbrew zalozeniu. m

Nasuwa sie naturalne pytanie: dla jakich n istnieje zbiér n—1 parami
ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n? Do dzi§ nie znamy pelnej
odpowiedzi na to pytanie. Wykorzystujac teorie ciat skoriczonych mozna
jedynie uogdélni¢ ostatnie twierdzenie na dowolna potege liczby pierwszej
p*.
Problem 76 Czy istnieje liczba n > 2 rdzna od potegi liczby pierwszej,

dla ktorej istnieje n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratow taciriskich
rzedu n?

38



